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VI  Vorwort. 

Schliefilioh  möge  nur  noch  erwähnt  sein^  dass  die  aus  mehreren 
sehr  geschätzten  Fachkreisen  nach  dem  Erscheinen  der  ersten  Auflage 
dem  Verfasser  theils  auf  privatem  Wege  zugekommenen,  theils  in 
verschiedenen  Recensionen  geäußerten  Wünsche  und  Anregungen, 
für  welche  der  Unterzeichnete  seinen  wärmsten  Dank  ausspricht, 
in  dieser  neuen  Auflage  möglichst  gewissenhafte  Berücksichtigung 
fanden. 


Eben  am  Achensee,  im  August  1901. 


Der  Verfasser. 
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DaSB  der  Geechwindigkeitswert  v,  da  die  Maßzahlen  s  and  t 
wesentlich  von  der  Wahl  der  Zeit-  nnd  Läsg^eneinheit  abhäni^ii,  anch 
Ton  beiden  diesen  Einheiten  abhängig  ist,  bedarf  keiner  näheren 
Anseinandersetznng.  Gewöhnlich  bezieht  man  die  Geschwindigkeit 
aaf  die  Secnnde  als  Zeiteinheit  nnd  fügt,  wenn  eine  andere  Zeit- 
einheit bei  der  Bestimmong  des  Geschwindigkeitswertes  zagnmde 
gelegt  wird,  die  nähere  Bezeichnung  derselben  hinzu  nnd  spricht  so 
von  der  „Geschwindigkeit  pro  Minute"  n.  s.  w. 

Unter  Geschwindigkeitsrichtnng  Tersteht  man  die  Richtnng 
der  Bewegung. 

Um  den  fUr  die  Mechanik  besonders  wichtigen  Begriff  der  „Ge- 
schwindigkeit" noch  klarer  zu  machen,  sei  das  durch  die  Gleichung 


^  ^  f(i)  determinierte  Bewegungsgesetz  durch  eine  einfache  Con- 
strnction  versinnlicht.  Zu  diesem  Zwecke  construiere  man  jene  ebene 
Curve,  bei  der  im  Sinne  des  §  2  die  Zeit  t  durch  die  laufende  Ab- 
scisse  X  dargestellt  ist,  so  dass,  wenn  die  die  Zeiteinheit  darstellende 
Strecke  zur  Längeneinheit  gewählt  wird,  x  =:t  ist,  während  der  der 
Zeit  t  entsprechende  Weg  s  durch  die  zugehörige  Ordinate  y  dar- 
gestellt, also  y^s  ist.  Die  so  erhaltene  Curve,  deren  Gleichung 
y  ^  f  {x),  resp.  s  =  f(t)  ist,  ist  die  graphische  Darstellung  der  in 
Rede  stehenden  Bewegung.  Am  einfachsten  kann  man  diese  Curve 
in  folgender  Weise  erhalten:  Man  denke  sich  die  thatsächliche  Bahn 
A'OMA  (Fig.  1}  ohne  Änderung  ihrer  Länge  gerade  gestreckt  und 
wähle  die  so  erhaltene  Gerade  A'OMA  (Fig.  2)  znr  Ordinatenaehse 
nnd  0  zum  Anfangspunkte  eines  rechtwinkligen  Coordinatensyatems; 
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Körpersystem)  um  eine  durch  den  gemeinsamen  Angriffspunkt  0  senkrecht  zur 
Ebene  E  gelegte  Achse  um  180°  drehen  würde.  Da  nun  wegen  des  Gleich- 
gewichtes der  Kräfte  (P,  Q,  — P,  —  §)  sich  auch  die  diesen  äquivalenten  Kräfte 
B  und  —22  das  Gleichgewicht  halten  müssten,  so  muss  die  Richtung  von  B 
(daher  auch  jene  von  — R)  in  der  Ebene  E  gelegen  sein,  indem  sonst  (nach 
§  10  a)  B  und  —  B  eine  Resultierende  haben  müssten. 

Man  bezeichnet  die  Ebene  E^  in  der  alle  Kräfterichtungen  ge- 
legen sind,  als  die  „Kräfteebene".  Den  hohlen  Winkel,  den  die 
Richtungen  der  Kräfte  P  und  Q  einschließen,  nennt  man  den  „Kräfte- 
winkel" der  Kräfte  P  und  Q]  er  sei  stets  von  nun  an  durch  das 
Zeichen  (FQ)  bezeichnet. 

d)  Die  Richtung  des  Resultierenden  jR  zweier  Kräfte  P  und  Q 
ist  innerhalb  der  Winkelfläche  des  Kräftewinkels  {PQ)  gelegen. 

Würde  dies  nämlich  nicht  der  Fall  sein,  so  ließe  sich  durch 
eine  außerhalb  dieser  Winkelfläche  in  der  Kräfteebene  geführte  Gerade 
eine  die  Kräfteebene  schneidende  Ebene  derart  legen,  dass  die  Rich- 
tung von  jB  auf  einer,  die  Richtungen  von  P  und  Q  auf  der  anderen 
Seite  dieser  Ebene  (bezw.  Geraden)  gelegen  sind,  was  dem  Lehrsatze  h) 
widerspricht. 

Übrigens  lässt  sich  dieser  Satz  offenbar  auch  direct  aus  dem 
Principe  der  Zusammensetzung  der  Bewegungen  (S.  21)  folgern. 

e)  Wenn  bei  gegebenem  Kräftewinkel  {PQ)  die  Größe  der  einen 
Componente  Q  zu-,  beziehungsweise  abnimmt,  so  nähert,  beziehungs- 
weise entfernt  sich  die  Richtung  der  Resultierenden  von  der  Richtung 
dieser  Componente,  so  dass  der  Winkel  {QB)  ab-,  beziehungsweise 
zunimmt. 

Beweis:  Es  sei  Oz  die  Richtung  der  Resultierenden  JR  der  Kräfte 
P  und  Q  (Fig.  11).  Erhält  nun  die  Kraft  Q  den  um  g  größeren  Wert  Q\ 
so  lässt  sich  Q'  in  die  gleichgerichteten  Kräfte  Q  und  q  (Fig.  IIa) 

Fig.  11. 


>« 


zerlegen;  P  und  Q  haben  zur  Resultierenden  JR,  welche,  mit  q  zu- 
sammengesetzt, zur  Resultierenden  K  hat,  deren  Richtung  Oe'  in 
dem  Kräftewinkel  {qR)  gelegen,  also  der  Richtung  der  Kraft  Q 
näher  ist. 


Statik  des  materiellen  Punktes.  39 

Bichtimg  anf  Ou  senkrecht  steht.  Die  entsprechenden  Maßzahlen  der 
Componenten  von  Q  seien  durch  q  und  q\  jene  der  Componenten  von 
P  durch  p  und  p'  bezeichnet. 

Da  die  Kräftewinkel  (PB)  und  {qQ\  deren  Schenkel  aufein- 
ander senkrecht  stehen,  einander  gleich  sind  und  aus  gleichem  Grunde 
[QB)  =  (pP)  ist,  so  sind  die  Lagen  der  Kräftesysteme  PQB,  qqQ 
und  pp  P  von  der  in  §  10  unter  /*,  g,  h  vorausgesetzten  Eigenschaft, 
so  dass  nach  dem  Satze  §  10h  die  Gleichungen  stattfinden: 

iL  —  ±  —  R 
P~  Q~  B 

'P~  Q~  B 

PO  P^  0^ 

aus  welchen  sich  ergibt,  dass  p'  =  -^  =  q  und  p  =  -^-,  J  =  ^  ist. 

R 

/\ 
Das  Kräfteschema:  P         ö 

/\,/  - 

p       jpL^        q 

in  welchem  sich  p'  und  q  als  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  das 
Gleichgewicht  halten,  lehrt,  dass  B  den  Kräften  p  und  q  äquivalent, 
daher  nach  §  9  ps       Qs 

also  schließlich  i?  =  V"  P^  +  ^^  ist. 

Anmerkung.  Der  eben  geführte  Beweis  rührt  von  dem  berühmten  Mathe- 
matiker Daniel  Bernoulli  (geb.  1700,  gest.  1782)  her. 

Wendet  man  das  in  §  9a  angeführte  constructive  Verfahren 
auf  den  vorliegenden  Fall  an,  d.  h.  reiht  man  die  die  beiden  Com- 
ponenten P  und  Q  (Fig.  13)  der  Größe  und  Richtung  nach  darstellen- 
den  Strecken  ab  und  bc 

(Fig.  146)  mit  Beibehaltung                                   f'i«?  i*- 
ihrer  Richtung,  indem  man  .-  .^       5 

dieselben  parallel  zu  sich           b'     Q  /     K 

selbst  verschiebt,  so  anein- 
ander, dass  der  Endpunkt 
der  vorhergehenden  Strecke 
mit  dem  Anfangspunkte 
der   folgenden  zusammen-     < — S! V^-^^ >.p         L:^ 


SP.' 


Q 


fällt,  so  gelangt  man  zu 
dem  gebrochenen  Linienzuge  abc.  Verbindet  man  nun  den  Anfangs- 
punkt a  desselben  mit  dessen  Endpunkte  c  durch  die  Schlüsselte  a  c, 
als  deren  Anfangspunkt  der  Anfangspunkt  a  des  Linienzuges  anzu- 
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Zerlegt  man  nun  die  Kraft  R"  in  zwei  nach  der  Richtung  der 
ursprünglichen  Componenten  P  und  Q  wirkende  E^räfte  P"  und  Q'\ 
so  gelangt  man  zu  einem  Kraftsystem  P"  Q"  R'  mit  dem  Kräfte- 
winkel a"  =  a  -\-  a.  Zu  demselben  Kräftesystem  gelangt  man  auch 
auf  folgende  Weise:  Man  zerlege  (Fig.  14a)  die  Kraft  R'  in  eine  Com- 
ponente  P',  deren  Richtung  jene  der  Kraft  Q  ist,  und  eine  Componente  Q\ 
deren  Richtung  jener  der  Kraft  P  entgegengesetzt  ist.  Wegen  der  senk- 
rechten Lage  der  entsprechenden  Richtungen  in  den  Kräftesystemen 
FQ R   xmA  FQ'R'  ist  {PR)  =  {P'R)  und  {QR)  =  (Q'K\  somit 

nach  §lOh)^  =  ^  =  ^,  daher  P'=  P.  ^undQ'=Q,  ^. 


Aus  dem  Kräfteschema   p 


ergibt  sich  sofort,  dass  die  frtther  erwähnte  Kraft  P'  die  Resultierende 
von  P  und  Q\  femer  ^"  die  Resultierende  von  Q  und  P',  sonach  P" 

=  P-Q'=P-Q. ^und  Q"=Q  +  P'=Q  +  p,^Bel 

Bezeichnet  man  den  dem  Kräftewinkel  a'  ==  a  +  a  entsprechen- 
den Winkel  des  Kräftedreiecks,  das  dem  Kräftesystem  P"  Q"  R"  zu- 
gehört, mit  flp",  so  ist  oflfenbar  ü' 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  früher  gefundenen  Werte 
Q  =  P,  tan  q>  und  R'  =  iJ.  tan  (f    ein,  so  ergibt  sich 

^  1  —  lang  q)  tg  q) 

Da  nun  dieser  letzte  Ausdruck  nichts  anderes  als  tang  (q)  -f-  y')  ist, 
so  ist  auch  tang  y"  =  tang  {cp  +  y'),  daher  auch,  da  q>"  ein  spitzer 
Winkel  ist,  9"  =  9  +  9'. 

Anmerkung.  Diese  unstreitig  geistreiche  Beweisführung  ist  im  wesent- 
lichen schon  zu  finden  in  J.  H.  Lamberts  „Beiträge  zum  Gebrauch  der  Mathe- 
matik« (Berlin  1770,  IL  Theil,  S.  470—474). 

Es  entsprechen  demnach  bei  orthogonalen  Kräftecomponenten 
nicht  nur  gleichen  Kräftewinkeln  a  auch  gleiche  Kräftedreiecks- 
winkel 9,   sondern  auch  einem  Kräftewinkel  a'  =  a  +  a   fltr  einen 
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Fig.  15. 


►J? 


ist,  stets  durch  eine  von  der  positiven  Richtung  der  a; -Achse  an 
beginnende  positive  Drehung  entstanden  gedacht  werden,  d.  h. 
durch  eine  solche,  welche  die  positive  Richtung  der  a;-Achse  auf 
kürzestem  Wege  —  nämlich  durch  eine  Drehung  von  90®  —  in  die 
positive  Richtung  der  y -Achse  überführen  würde.  Welche  Drehung 
demgemäß  als  positiv  oder  negativ  zu  bezeichnen  ist,  hängt  bloß  von 

der  Wahl  der  positiven  Achsenrichtungen  der  Coordi- 
natenachsen  ab. 

Der  Einfachheit  halber  sei  der  Anfangspunkt 
des  Coordinatensystems  in  den  gemeinsamen  Angriffs- 
punkt 0  der  Kräfte  verlegt. 

Ist  der  derart  bestimmte  Richtungswinkel  {xP) 
ein  Winkel  des  ersten  Quadranten,  also  ein  spitzer, 
so  sind  offenbar  beide  Componenten  X  und  Y  (Fig.  15)  positiv  und 
{xF)  =  {XP\  daher  (nach  §  12)  X  =  F  cos  {XP)  =  P,cos  (xP) 
und  T=Psin  (XP)  =  P sm  (xP), 

Ist  der  Richtungswinkel  (x  P)  ein  Winkel  des  zweiten  Quadranten 
(Fig.  16),  so  ist  die  Componente  X  negativ,  Y  aber  positiv;  ist  dem- 
nach der  absolute  Zahl  wert  der  X- Componente 
durch  X'  bezeichnet,  so  ist  X  =  — X',  und 
(nach  §  12)  X'  =  P.  cos  (X'P),  somit  X  = 
—  X'  =  -P,cos{X'P)  =  —P,cos\7t  —  {xP)'\ 
=  P,  cos  (xP)  und  ebenso  Y  =  P  sin  (X'P) 
=  P.  sin  \jt  —  [x  P)]  =  P.  sin  {x  P).  Für 
einen  Richtungswinkel  im  dritten  Quadranten 
(Fig.  17)  findet  man  analog,  da  die  X-  und  F- Componenten,  deren 
absolute  Zahlwerte  durch  X'  und  Y'  bezeichnet  seien,   negativ  sind: 

X  =  —X'  =  — P.  cos  {X'P)  =  — P.  cos  l(xP)  —  jt]  =  P.  cos  {xP) 
Y  =  — r  =  — P.  sin  (XP)  =  — P.  sin  [{xP)  —  tt]  =  P.  sin  (xP) 

and  fUr  einen  Richtungswinkel  des  vierten  Quadranten  (Fig.  18) 


*.«-C 


•» 


X<^ 


X  ==  P.  cos  (XP)  =  P.  cos  [2  TT  —  (a;P)3  =  P.  cos  (xP) 
r=  —  r  =  —  P.  stn  (XP)  =  —  P.  sin  [2  n:  —  (xP)]  =  P.  ain  (xP). 
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in  die  positive  Richtung  der  y-Achse  tibergeftthrt  wird,  bestimmt,  also 
bloß  durch  die  Wahl  der  positiven  Richtung  der  y-Achse  bedingt  ist. 

Die  positive  Mafizahl  der  Strecke  mO  sei  r. 

Bestimmt  man  aus  den  Gleichungen  in  (1)  und  (3)  (§  16)  die 
Werte  von  22^,  so  ergibt  sich  aus  der  Gleichsetzung  derselben,  dass 

B .  sin  (xR)  =  Fl.  sin  (xPi)  +  Pg.sin  (xPg)  +  . .  P„  .  stn  (xPn) 

ist.  Multipliciert  man  diese  Gleichung  mit  r  und  bezeichnet  man  durch 
Mp  ein  Product  von  der  Form 

Mp  =  P.rsin{xP)    (1) 


so  findet  man 


Mr  =  Mp^  +Mp^..  +  Mpn  =  2Mp     (2) 


Fig.  28. 


Um  die  Bedeutung  von  Mp  festzustellen,  seien  die  einzelnen 
möglichen  Fälle,  in  welchen  der  Winkel  (xP)  ein  Winkel  des  ersten, 
zweiten,  dritten  oder  vierten  Quadranten  ist,  welche  Fälle  durch 
die  entsprechenden  Indices  1234  unterschieden  seien,  einzeln  in  Be- 
trachtung gezogen.  Der  Gleichung  (1)  und  der  Figur  23  entsprechend 
ist,  wenn  durch  d  der  absolute  Zahlwert  des  Abstandes  des  Punktes  m 
von  der  Richtungslinie  der  Kraft  und  durch  a  der  spitze  Winkel 
bezeichnet  ist,  den  r  mit  der  Richtungslinie  der  Kraft  in  irgend  einem 
dieser  vier  Fälle  einschließt, 

Mp^  =Pi,r  sin  (xPj)  =Pi.r  sina  =  Pid 
Mp^  =  Pg.r sin (xPs)  =P2^rsin  (n  —  a)  =  P2.r  sin a  =  Pod 
Mp^  =Pa.rsin(xP8)=P8.rsin  (je  -\-  a)  =  —  Ps.rsina  =  —  Psd 
Mp^  =  P4.rsin(xP4)  =  P4,r  sin  (2fc  —  a)  =  —  P4.rsina  =  —  P#d 

Würde  man  die  Kraft  P  nach  dem  Fußpunkte  -4,  bez.  B  der 
Normalen  d  ohne  Änderung  ihrer  jeweiligen  Größe  und  Richtung 
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X-Componenten  zur  Kraft  R^^  die  I^Componenten  znr  Kraft  1^,  die 
Z-Componenten  znr  Straft  Rg  zusammen  nnd  bestimme  scUiefilich 
die  Resultierende  von  12x,  Ry^  Rg.  In  jedem  Falle  ist  dem  Zeichen 
nnd  Zahlwerte  nach  zufolge  §  9 

JBx  =  X]  -f-  X2  -f-  .  .  .  -|-  Xn  =  2X 

Ry=Y2+  Y2  +  .,.+  Yn  =  2Y 
Rg  =  Zj  -{-  Zg  -{-,..  -^  Zn  =  2Z 

Ist  das  Achsensystem  ein  rechtwinkliges  und  sind  die  Rich- 
tungen der  Kräfte  durch  die  Richtungswinkel  (xP),  (y^)»  i^P)  ^^^^^ 
jeden  Kraft  bezttglich  der  drei  orthogonalen  Achsen,  respective  durch 
die  Winkel  X  und  q>  (Fig.  30)  gegeben,  so  ist  nach  §  20 

Xi  =  Pj  cos  (xPj),    Yi  =  Fl  cos  {yPj\    Zj  =  Pi  cos  (jsPj) 

X2  =  Ps  cos  (X P2),      Y2  =  P2C0S(yP2\      Z2=^P2C0S{ZP2) 
Xn  =  PnC0S{xPn\      Yn  =  Pn  COS  (lf  Pn\      Zn  =  Pn  COS  {b  P,) 

Demnach  ist 


(1) 


R^  =  2X  =  PiC0S(xPi)  +  P2C0S(xP2)  +  ...  +  PnCOS  (xPn)  = 

2[Pcos{xP)] 

Ry  =  2Y  =^ Pjcosiy Pj)  +  P2Cos{yP2)  +  . . .  +  PnCos(yPn)  = 

2[Pcos(yP)] 

Itg=2Z=^  PlC0S{z  Pi)  +  P2COS  [zPg)  -^...-{-PnCOS  (jsPn)  = 

SlPcoslzP)] 

Statt  cos  {xP\  cos  {yP\  cos  (zP)  können  auch  die  Werte  cosg)  cosX^ 
cos  q>  sin  A,  sin  q>  aus  dem  letzten  Paragraph  eingesetzt  werden. 

Die  Resultierende  R  der  letzterhaltenen  drei  orthogonalen  Kräfte 
JBx,  -By,  Rs  ist  oflFenbar  auch  die  gesuchte  Resultierende  der  ursprüng- 
lichen Kräfte  Piy  Po . . .  P„.  Die  Größe  derselben  ist  nach  Gleichung  (2) 
§  20  S.  65  bestimmt  durch  die  Gleichung 

R  =  VRITW+^'     (2) 
und  zufolge  der  Gleichung  (1)  §  20  S.  65  ist 

Rz  =  R.cos  (xR)  j 

Ry  =  R,cos  (yR)  \    (3) 

Rg  =  R.cos  {zR)  I 

Demnach  lassen  sich,  nachdem  12  durch  (2)  bestimmt  worden 
ist,  die  unbekannten  Richtungswinkel  {xR\  (yR)^  (zR)  durch  die 
Gleichungen : 

cos  (xR)  =  -^,  cos(yR)  =  -^,  cos  (zR)  =  -^ 
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mit  anderen  Worten  in  einer  zur  schiefen  Ebene  senkrechten  Ver- 

ticalebene  (der  Ebene  des  Neigungswinkels  a,  welche  die  Ebene 

der  Zeichnung  Fig.  39  ist)  gelegen  sein  muss.    Überdies  darf  nach 

§  18  S.  62  keine  der  Richtungen  der  sich  das  Gleichgewicht  haltenden 

Kräfte  P,  —  N  und  Q  in  den  Kräftewinkel  der  beiden  anderen  Kräfte 

hineinfallen.    N  ist  der  durch  die  Kräfte  P  und  Q  hervorgebrachte 

normale  Druck.    Da  N  die  Resultierende  aus  P  und  Q  und  da  femer 

(wegen  der  senkrechten  Lage  der  Schenkel)  (QN)  =  a  ist,  so  ist  nach 

S.  48,  Gl.  5 

PN  Q 


daher 


sin  a       sin  [a  +  (NP)]  " 

P  —  O        ^^^^ 
^^'sin  (NP) 

sin  [a  +  (NP)] 

^  ^  •       sin  (NP) 


sin  (NPy 


(a) 


Fig.  39. 


aus  welchen  Gleichungen  sich,  wenn  der  Winkel  (NP)  gegeben  ist, 
die  Größe  der  der  Schwerkraft  das  Gleichgewicht  haltenden  Kraft  P 
und  der  Druck  N  auf  die  schiefe  Ebene  leicht  berechnen  lassen.  Ist 
die  E>aft  P  parallel  zur  schiefen  Ebene  gerichtet,  so  ist  offenbar 

(NP)  =  — -  zu  setzen  und,  da  sin  -^  =  1  und  sin  (a  +  ~)  =  cos  a  ist, 

so  nehmen  die  Gleichungen  (a)  die  einfache  Form  an: 

P=Q  sin  a   1    ,, . 
N=Qcosa  j   ^^ 

Nimmt  man  in  der  Durchschnittslinie  der  schiefen  Ebene  mit  der 
zur  schiefen  Ebene  normalen  Verticalebene  zwei  beliebige  Punkte  Ä 
und  B  (Fig.  39)  an,  flihrt  durch 
den  höher  liegenden  Punkt  B 
eine  Verticale  und  durch  den 
tiefer  liegenden  Punkt  A  in  der 
Ebene  des  Neigungswinkels  a 
eine  horizontale  Gerade,  so  er- 
hält man  das  rechtwinklige  Drei- 
eck ABC^  in  welchem  man 
gewöhnlich  die  Hy pothenuse  AB 
die  Länge  (i),  die  verticale  Ka- 
thete jBC  die  Höhe  (A)  und  die 

horizontale  Kathete  AC  die  Basis  (&)  der  schiefen  Ebene  nennt.    Da 

h  b 

uun  sin  a  =  j  und  cos  a  =  j  ist,  so  ergeben  sich  aus  den  Gleichun- 
gen (b)  die  leicht  in  Worte  zu  kleidenden  bekannten  Sätze: 

P:Q  =  h:l  und  N:Q  =  b:l 
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In  ganz  analoger  Weise,  vne  dies  bei  Kräften  geschehen  ist, 
lässt  sich  nachweisen,  dass,  falls  die  Bewegung  in  einer  ebenen  Bahn 
vor  sich  geht,  die  Greschwindigkeitscomponenten  Vx  und  Vy,  die  zu 
den  Achsen  eines  rechtwinkligen  Achsensystems  parallel  sind,  dem 
Zeichen  und  Zahlwerte  nach  durch  die  entsprechenden  orthogonalen 
Projectionen  der  Geschwindigkeit  r,  also  durch  die  Gleichungen 


dx  ,     V 

Vx  =  -n  =  V  .  cos  (XV) 

dt  ^     ^ 

Vy  =  -~  =  V  .  sin  {xv) 


(1) 


dx 


bestimmt  sind,  was  sich  übrigens  schon  daraus  ergibt,   dass  -tt  = 


dx    ds       dx 


dt 


—  j    .   ,^  —  j— .  V  und  dx  =  ds  .  cos  (x,  ds)  =  ds  .  cos  (xv)  u.  s.  w. 
ds     dt       ds  V  '      /  V     / 

ist,  und  eine  Schlussfolgerung,  die  mit  jener  des  §  16  völlig  analog 
ist,  lehrt,  dass  auch  hier  bei  der  Zusammensetzung  mehrerer  Ge- 
schwindigkeiten vj,  vg^  Vs  u.  s.  w.  in  derselben  Ebene  von  ähnlichen 
Gleichungen  Anwendung  gemacht  werden  kann  wie  die  Gleichungen 
(1)  auf  S.  54,  nämlich : 

dx  \ 

Vi  cos  {xvi)  +  V2  cos  (xvg)  -i-  va  .  cos  (xvs)  +  .  .  .  I 


dt 


Vg  =  -^  =  V2  sin  (xvi)  +  V2  sin  (xvg)  +  Vs  .  sin  (xvs)  +  .  .  .  j 


(2) 


welche  im  Vereine  mit  der  Gleichung  (1)  die  resultierende  Geschwin- 
digkeit V  und  ihren  Richtungswinkel  (xv)  zu  bestimmen  gestatten. 
Ebenso  wie  im  §  20  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  bei  der 
Zerlegung  einer  Geschwindigkeit  v  in  drei  zu  den  drei  orthogonalen 
Coordinatenachsen  im  Räume  parallelen  Componenten  Vx,  Vy,  Vg  die 
algebraischen  Werte  der  letzteren  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind 


dx 

Vx  =  -jT  =  V  ,  cos  {x  v) 

dy  . 

Vy  =  -^==v  .cos  (yv) 

dz  .     . 

Vg  =  -TT  =  "^  '  cos  (zv) 

dt  ^     ^ 

V    =     VVx^    +    Vy^    -+-    t'/ 


(3) 


In  diesem  und  in  dem  vorerwähnten  Falle  drücken  die  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  ^,  ^,  -^  oflfenbar  jene  Geschwindig- 
keiten aus,  mit  denen  sich  die  orthogonalen  Projectionen  des  beweg- 
lichen Punktes  M  auf  die  drei  Achsen  längs  dieser  Achsen  bewegen, 
so  dass,  um  kurz  zu  sprechen,   die  Geschwindigkeiten  dieser 
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gleichnng  des  letzten  Paragraphs  dv=  pdf  die  Beziehung  v=pt  +  0. 
Um  den  Wert  der  Integrationsconstante  C  zu  bestimmen,  hat  man 
blofi  diese  allgemeingiltige  Gleichung  auf  den  Zeitmoment,  in  welchem 
t  =  0  und  s  =  0  angenommen  wurde  und  v  den  als  bekannt  voraus- 
zusetzenden Wert  Vo  der  Anfangsgeschwindigkeit  hat,  in  An- 
wendung zu  bringen,  wodurch  man  findet,  dass  Vo  =  C  ist.  Setzt  man 
daher  r«  fUr  C  in  diese  allgemeine  Gleichung  ein,  so  findet  man 

v  =  Vo-\-pt     (1) 

Bei  der  gleichförmig  geänderten  Bewegung  ist  sonach  die  in 
der  beliebigen  Zeit  t  stattfindende  Geschwindigkeitsänderung^r — Vo 
stets  der  Zeit  t  direct  proportioniert  oder,  was  dasselbe  besagt,  es 
finden  in  gleichen  Zeitintervallen  stets  dieselben  Geschwin- 
digkeitsänderungen statt.  Wendet  man  diesen  letzten  Umstand 
als  Definition  der   gleichförmig    geänderten   Bewegung    an,   wie  es 

häufig  geschieht,   so  ergibt  die  umgekehrte  Schlnssfolgerung,   dass 

clv 
dann   i-  —  Vo  der  Zeit  direct  proportioniert,   daher  -tt,  d.  i.  die  Be- 
schleunigung constant  sei. 

Die  Gleichung  (1)  lehrt,  dass  p  =  — — ^  ist  oder,  da  für  f  =  1 

die  Geschwindigkeit  v  =  vi  ist,  dass  p  =  vj  —  Vo  sei,  d.  h.  man  kann 
die  Beschleunigung  bei  einer  gleichförmig  geänderten  Bewegung  — 
aber  strenggenommen  nur  bei  dieser  —  als  die  Geschwindigkeits- 
änderung vj  —  Vo  in  der  Zeiteinheit  oder  auch  als  das  Verhältnis 

^-  der  Geschwindigkeitsänderung  zur  Zeit  definieren,  so  dass  hier 


t 
die  mittlere  Beschleunigung 


V 


V, 


t 


stets  mit  der  constanten  Beschleuni- 


^ng  identisch  ist.  Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  Vo  =  o,  d.  h.  er- 
folgt die  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  vom  Ruhezustande  aus, 
so  ist  p  =  t?2,  also  die  Beschleunigung  in  diesem  Falle  gleich  der 
Geschwindigkeit  nach  Verlauf  der  ersten  Zeiteinheit. 


Fig.  i5. 


>» 


*t — = — >ao 


Der  Gleichung  (1)  entsprechend  hat  die  Zeitgeschwindigkeits- 
curve  die  Gleichung  y  =  Vo  +  px  und  ist  sonach  eine  Gerade  von 
der  Form  Fig.  45  a,  wenn  die   in  positiver  Richtung  stattfindende 
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Bewegung    eine    gleichfbnnig    beschleunigte,    und    von    der   Form 
Fig.  45  &,  wenn  dieselbe  eine  gleichförmig  verzögerte  ist.    In  beiden 

Fällen  ist  die  Tangente  des  Richtungswinkels  tang  a=p. 

ds 
Setzt  man  in  die  Gleichung  (1)  ;tt  statt  v  ein,  so  findet  man 

ds  =  Vo.dt  +  pt .dt    Durch  Integration   dieser  Gleichung   ergibt 

^ich  8  =  Vot  +  ^  ^^  +  C,  und  da  die  Anwendung  dieser  Gleichung 

auf  den  Zeitanfangspunkt  zu  der  Gleichung  o  =  C  führt,  wofern  der 
Zeitanfangspunkt  dem  Weganfangspunkte  entspricht,  so  ist 


s  =  Vot  +  ^t'    (2) 


P 


Die  Zeitwegcurve  hat  sonach  die  Gleichung  y  =  Vo  x  -\-  ^  x- 

und  ist  dementsprechend  ein  Parabelbogen  Om,  und  hat,  wenn  mau 
die  Bewegungsrichtung  zur  positiven  Richtung  wählt,  die  Form 
( Fig.  46 a)  für  eine  gleichförmig  beschleunigte  und  die  Form  (Fig.  46 b) 


Fig.  46  a. 


Fig.  466. 


>a: 


für  ein  negatives  p^  d.  i.  für  eine  gleichförmig  verzögerte  Bewegung. 

Die  Achse  y    der  Parabel  ist  in  beiden  Fällen  parallel  zur  y- Achse 

2 

und   der  Parameter  durch   den   absoluten  Zahlwert  von  -  bestimmt. 

P 

(Die  Abscisse  des  Parabelscheitels  a  ist  in  beiden  Fällen  =  —  - 

vs  P 


Vo 


und  die  Ordinate  =  —  ^   .) 

Durch  Elimination  der  variablen  Zeit  t  aus  den  Gleichungen  (1) 
und  (2)  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

v^  —  Vo^  =  2ps    (3) 

zu  der  man  überdies  auch  sofort  durch  Integration  der  dritten  kine- 
matischen Grundgleichung  vdv  =  pds  gelangen  kann. 

Die  drei  bisher  abgeleiteten  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3),  von 
denen  die  erste  die  allgemeine  Beziehung  zwischen  der  variablen 
Geschwindigkeit  und  Zeit,  die  zweite  zwischen  Weg  und  Zeit  und 
die  dritte  zwischen  Geschwindigkeit  und  Weg  für  eine  jede  gleich- 
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c)  Im  terrestrischen  System  sind  D<  und  Mt  die  Mafieinheiten.  Da  nun  die 

gegebene  Kraft  5  .  D«  und  die  gegebene  Masse  3  3f«  =  8  .  77-57  Mt 

3  "  ol 

ist,    so    ist    P  =  5    und    m  =  ^^  zu  setzen,  sonach  ist  p  = 

—  =  -^\ wie  früher. 

Wenn  umgekehrt  die  Aufgabe  z.  B.  lautet:  Wie  groß  ist  die  Kraft,  welche 
der  Masse  von  7  Gramm  eine  Beschleunigung  von  4  Kilometer  pro  Minute  ver- 
leiht, so  ist  zu  beachten,  dass  eine  Grammasse  =  0*001  M«  =  O'OOl  X  5:07  Mt 

,   ,       H*    R      Vil       •  Kilometer        __  10*  Meter 

eunigung.  ^^^^^  ^  Minute  ""  60  Secunden  X  60  Secunden 

__  10"        Meter     _  10^     Centimeter  , 

■~  60«  •  Secunde«  ~  60«  *    Secunde«  '  ®^ 

10"  10* 

a)  Im  C.G.S.-System  w  =  7,  p  =  4 .  ^,  also  P  =  wi)  =  7X4X^ 

(ausgedrückt  in  Dynen). 

10'  7V4 

h)  Im  M.K.S.-System  w  =  7  X  0001,  |)  =  4  X  ^,  also  P=  mi)  =  -—y- 

(ausgedrückt  in  Megadynen). 

c)  Im  terrestrischen  System  m  =  7  X  -tt^t»  jP  =  4  .  ^77=,  also  P  =  mp  = 
7  s/  4  9*81  60 

Q.Q1  \/  ^7^  [ausgedrückt  in  Kilogrammgewichten  (D«)]. 

"'ol    X    '^v 

Da  beim  freien  Falle  Vo  =  0  ist  und  die  Beschleunigung  p  fttr 
den  Fall  im  luftleeren  Räume  g  ist,  so  ist  nach  §  31  bekanntlich 

Si  =  w?7  =  |,  t;/  =  2  .  |,  i(;^  =  3  .  |,  v^  =  4 .  |,  m;«  =  0  .  |,  v«  =  ^  f 
u.  s.  w.  Ferner  S;e  =  4 .  |,  s«  =  9  -^  u.  s.  w.,  überhaupt  im  allgemeinen 

v  =  gt,  s  =  |.^^  v'  =  2gs,  Wn  =  (2  n  —  1)  ^. 

Anmerkung.  Der  Entdecker  der  Gesetze  des  freien  Falles  und  des 
Falles  auf  der  schiefen  Ebene  ist  bekanntermaßen  Galilei. 

Die  Zeitwegcurve,  die  der  drittletzten  Gleichung  gemäß  durch 
die  Gleichung  y  =  ~x^  bestimmt  ist,  ist  demnach  eine  Parabel,  deren 

Achse  die  verticale  Bewegungsrichtung,   deren  Scheitel  der  Anfangs- 

2 
punkt  der  Bewegung  und  deren  Parameter  -  ist  (siehe  Fig.  3).   Der 

%/ 
Abstand  des  Brennpunktes  und  der  horizontalen  Leitlinie  vom  Scheitel 

.,    1 
ist  5-. 

Mit  Hilfe  der  Formel  v^==2gs  kann  man  jene  Höhe  s  =  h 
bestimmen,  durch  welche  ein  Körper  frei  fallen  muss,  um  eine  gegebene 
Geschwindigkeit  v  zu  erlangen;  es  ist  nämlich 

Diese  Höhe  >c-  bezeichnet  man  als  die  der  Geschwindig- 

2g 

keit  V  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe. 
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Wird  ein  Körper  mit  der  Geschwindigkeit  Vo  vertical  nach  ab- 
wärts geworfen,  so  ist  nach  den  Formeha  (1) — (5)  des  §  31  v  =  Vo  + 

-^  gt,   s  =  v,t  +  I  <^  t;«  =  v/  +  2  gs,    w„  =  r,  +  (2  n  —  1)  | 

u.  8.  w.  Die  Zeitwegcurve  ist  der  drittletzten  Gleichung  entsprechend 
ein  Parabelbogen  von  der  Form  der  Fig.  46  a,  wenn  man  dieselbe  um 
die  o:- Achse  um  180^  umgedreht  sich  denkt  und  p  =  g  setzt. 

Die  mechanische  Arbeit  beim  freien  Falle  des  Gewichtes  q  durch 
die  Höhe  h  ist  nach   §  34  einfach  durch  das  Product  qh  bestimmt. 

Wird  ein  materieller  Punkt  von  der  Masse  m  im 
Punkt  0  (Fig.  48)  vertical  nach  aufwärts  mit  der  An- 
fangsgeschwindigkeit Vo  (zur  Zeit  t  =  o)  geworfen,  so 
muss  die  ganze  nun  folgende  Bewegung  eine  geradlinige 
sein,  wofern  bei  dieser  Bewegung  keine  andere  Kraft 
auBer  der  Schwerkraft  g,  deren  Richtung  der  Bewegungs- 
richtung entgegengesetzt,  beziehungsweise  ihr  während 
der  späterhin  folgenden  Fallbewegung  gleichgerichtet  ist, 
auf  den  Punkt  einwirkt. 

Nimmt  man  die  Richtung  vertical  nach  aufwärts  als 
die  positive  an,   so  ist  P  =  —  g  =  —  mg^  daher  p  = 

=  —  =  —  g  zu  setzen. 


Fig.  48. 

t-r 


m 


m^ 


*< 


±-. 


e- 


Da  demnach  die  Beschleunigung  p  den  constanten 
negativen  Wert  —g  beibehält,  so  ist  die  nun  folgende 
Bewegung  eine  gleichförmig  geänderte,  und  zwar  wäh- 
rend des  Steigens  eine  gleichförmig  verzögerte,  während 
des  darauf  folgenden  Fallens  eine  gleichförmig  beschleunigte.  Es 
ist  sonach  den  Gleichungen  1 — 5  im  §  31  zufolge 

V  =  Vo  —  gt 

s  =^ot—^  t'  ^     (3) 

v^=  Vo^  —  2  ^s 

u.  s.  w.  Im  höchsten  Punkte  J.,  wo  die  Geschwindigkeit  aus  einer 
positiven  in  eine  negative  tibergeht,  ist  v  =  o.  Ist  nun  die  diesem 
Punkte  entsprechende  Zeit  (die  Steigdauer)  durch  T  und  der  ent- 
sprechende Weg  (die  Steighöhe)  durch  h  bezeichnet,  so  ergibt  die 
erste  und  dritte  der  Gleichungen  (3) 


T 

h 


Vo\ 

9  \ 
v^i 

^9) 


(4) 
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in  ^,  cL  i.  im  grOfiten  Abstände  a  von  0  sich  befindet,  und  bezeichnet 

man  die  von  diesem  Momente  gerechnete  Zeit  durch  r,  so  ist  offenbar 

T 

in  (10)  <  =2;- 4-  T  zu  setzen,  wodurch  die  Gleichungen  (10)  die  Form 


8  =  a  .  cos  2fc  -^  =  a  ,  cos  JcT 

2an    .    o     «^  7         -7 

s%n2rc  -7^  =  —  ka  .  stnJcT 


(11) 


T      T 

amiehmen. 

Anmerkung.  Wird  die  schwingende  Bewegung  dadurch  eingeleitet,  dass 
dem  Punkte  ein  Impuls  derart  ertheilt  wird,  dass  zur  Zeit  r  ts  0  der  algebraische 
Wert  der  Anfangsgeschwindigkeit  Vo  ist,  während  die  zugehörige  Elongation  So  ist, 
and  bedeutet  r  die  Zeit  von  diesem  Momente  an  gerechnet,  so  denke  man  sich 
etwa  analog  den  Formeln  1—10  die  schwingende  Bewegung  schon  vor  diesem 
Momente  stattfindend,  so  dass  für  diesen  Moment  die  Schwing^ingsphase,  also 
auch  die  diesem  Momente  zugehörige  Zeit  t'  —  von  dem  den  Formeln  1—10 
zugrunde  liegenden  Zeitanfangspunkte  aus  gerechnet  —  durch  die  aus  (8)  sich 
ergebenden  Werte  von  Vo  und  So  bestimmt  ist;  es  ist  dann  offenbar  das  frühere  t 
um  V  größer  als  r,  sonach 

80  =  a  sin  kt' 

V0  =  ak  ,  cos  kt'  =  :kk  Va' — 80' 
Es  ist  daher 


«=}/ 


..'  +  5    (12) 


Ans  dieser  Gleichung  ist  die  Amplitude  bestimmbar  und  dann  durch  die  Glei- 
chungen 


1  ,f       80 
8%nkt  =  -- 
a 

cos  kt  =  — ,- 
ak 


kt\  somit  t'  selbst  leicht  zu  bestimmen,   so  dass  dann  von   den  Gleichungen 

(13) 


s  =  a  sin  k  {t'+  r)  =  a  sin  kt'  coskr  -{-  a  cos  kt'  sin  kr  ^=  So  cos  kr  -}-  -j-  sin  kr 


v  =  akcosk  (i'-j-  t)  =  dk  cos  kt'cos  kr—ak  sin  kt'8inkT  =  Vo  cos  kr—kso  sin  kr 

Anwendung  gemacht  werden  kann. 

Die  Schwingungsintensität  c  und  Schwiugungsdauer  T  sind  gegeben  durch 

c  =z  ka  =  YvJ^rT^s? 
04)    {    rj^^2n 


§  39.  2.  Beispiel.  Geradiinige  Bewegung,  für  weiclie  die  resultierende 
Kraft  a)  P=  —  mg  — ^ — ,  b)  P=:mg      ^    ,  c)  P—--mg  ^  ist. 

Unter  g  ist  in  diesen  Ausdrücken  die  Beschleunigung  des  freien 
Falles  zu  verstehen,  a  und  c  sind  bestimmte  Constante.  Als  positive 
Biohtung  sei  die  Bewegungsrichtung  angenommen. 
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Die  in  diesen  drei  Fällen  stattfindenden  Bewegungen,  bei  welchen 
für  den  als  gegeben  anzusehenden  Anfangszastand  ^  =  0,  s  =  0  und 
V  =  Vo  ist,  sind  nach  der  Methode  des  §  37  &  zu  behandeln. 

a)  Es  sei  P  =  —  mp  — ^ — ,  daher 

CT 

P  o'+e*  ,,, 

^  =  «  =  -*-^---    (^> 

Da  die  Kraft  P  der  positiven  Bewegungsrichtung  entgegengesetzt  ist,  so 
ist  die  Bewegung  eine  verzögerte,  und  zwar,  da  P  mit  der  variablen  Geschwindig- 
keit V  sich  ändert,  eine  ungleichförmig  verzögerte.  Der  absolute  Zahlwert  der 
Kraft  wird  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  immer  geringer  und  nähert  sich, 

je  weniger  sich  v  von  Null  unterscheidet,  desto  mehr  dem  Grenzwerte  —  ^  ';j' 

Um  die  Beziehung  zwischen  Weg  und  Geschwindigkeit  zu  ermitteln,  hat 
man  auszugehen  von  der  Grundgleichung  vdv  =p  .ds.    Es  ist  demnach 

vdv  =  —  g  — ^ —  ds  und 

Cr 

,             c*     vdv  c*     dW 

as  ^ — 


g  a'-^-ff  2  g  a'+v* 

Da  im  letzten  Bruche  der  Zähler  das  Differential  des  Nenners  ist,  so  er- 
gibt die  Integration 

8  =  —  ^  .log  nat  (a*  +  v»)  +  C 

Für  den  Anfangsznstand  im  Punkte  0  (Fig.  56)  ist  somit 

0  =  -  1^  %  wa*  Ca»  +  Vö')  +  C. 

Bestimmt  man  aus  der  letzten  Gleichung  den  Wert  der  Integrations- 
constante  C  und  substituiert  denselben  in  die  vorletzte  allgemeine  Gleichung, 
80  findet  man 

8  =  ^r-  log  nat  -r— ^ — -j-  ...     (2) 

Der  bewegliche  Punkt  komme  in  A  (Fig.  56),  nachdem  derselbe  bei  einer 
ungleichförmig  verzögerten  Bewegung  den  Weg  OA  =  L  in  der  Zeit  T  zurück- 
gelegt hat,  für  einen  Augenblick  zur  Ruhe,  so  dass  v  =  0  wird. 

p.    gg  Durch  Specialisierung  der  all- 

0                            jf                           A         gemeinen  Gleichung  (2)  fiir  diesen 
,  •-? 1 '  T       Punkt  A  findet  man 


«/-t/^  V 


*'^        ^  =  fg-^9nat(l+'-f)...{3) 


Drückt  man  mittels  der  Gleichung  (2)  umgekehrt  die  Geschwindigkeit  v 
durch  den  Weg  s  aus,  so  ergibt  sich 

2  g9 

v'  =  (a*  +  Vo»)  .e       ^   -  a'  .  .  .    (4) 

wo  e  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet 

Die  Discussion  der  Gleichung  (4)  lehrt,  dass  die  Weggeschwindigkeitscurve 
die  Form  der  Fig.  57  hat,  es  hat  nämlich  die  Curve,  wenn  vo  >  a  ist,  einen 
Wendepunkt,  und  zwar  dort,  wo  die  Geschwindigkeit  den  Wert  a  hat. 
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um  die  Beziehimg  zwischen  der  Geschwindigkeit 
p  ond  der  Zeit  t  auf  Grund  der  Gleichung  (1)  zu  er- 
mitteln, brin^  man  die  Grundgleichung  dv  =  p .dt 
zur  Anwendung.    Es  ist  demgemäß 


dv 


a'  +  v» 
=  —  a  -. —  . 


dt  und  dt  = 


dv 


daher  auch  dt  =  — 


a) 


ag 


Hi)' 


9  a'+v» 


Die  Integration 


dieser  Gleichung  ergibt 


V 


t  = arctg [-  C,  somit 

ag         ^   a    ' 


Fig.  57. 


±^tg(^C-^t^^ ^ ^ 

-        '^<^  <^    J       l  +  tg^C.tg^ 


Für  den  Punkt  0  (Fig.  56)  ist  somit  ^  =.  tg  ^  C. 


a 


Durch  Substitution  des  letzten  Wertes  in  die  vorletzte  Gleichung  wird  die 
Integrationsconstante  eliminiert,  und  man  findet 


V  =  a . 


a         ^    c* 

,    ,    «0   .     ag 
1  H tg  -f  t 


.    (5) 


Wendet  man  diese  allgemeine  Gleichung  auf  den  Punkt  Ä  an,  so  findet 


man 


Vo 


—  tg^  T=^o,  daher 


^  C*  Vo 

T=  —  .arctg  —  .  .  .    (6) 
ag  ^   a 

Die  Beziehung  zwischen  dem  Wege  s  und  der  Zeit  t  würde  durch  Substitu- 
tion von  (5)  in  (2)  sich  ergeben.  Man  kann  aber  auch  direct  —  von  der  Gleichung  (5) 
(vergl.  §.  37  b)  ausgehend  —  durch  Einsetzung  in  die  dynamische  Grundgleichung 
dg  =  vdt  den  Weg  durch  die  Zeit  ausdrücken.     Multiplicieii;  man  zu  diesem 

Zwecke  Zähler  und  Nenner  in  (5)  mit  cos  — ^  t,  so  wird 

Vo  ag  ^         •     ag  ^ 

—  C08  -^  t  —  8in  —^  t 

ds  ^  V  ,  dt  =  a  . .  dt 

Vo     .     ag  ^   ,  ag  ^ 

—  8tn  -^  t-j-C08  -~  t 

a  c'  c? 


Bezeichnet   man    den    Nenner   des   letzten   Braches    durch   Xy    so    dass 

daher  der  frühere  Zähler  1  —  .  cos  -^  t  —  8in  —~  t]  ,  dt  =  —  .  dx  und  dem- 

\a  <r  er     J  ag 


Vo    .     ag ,   .  ag  .  ,  .         .  ^    ,         Pvo    ag 

X  =  —  »in  —f  i  +  CO«  -f  t  ist,  so  ist  da;  =     —  .  -^  . 
a         t^      ^  c*  La     c* 


ag  ^       ag   . 
cos  -~t r  stn 
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nach  ds  =  —  .  — .    Integriert  man  die  letzte  Gleichung  und  beachtet,  dass  für 
9      au 

t  =  0  auch  8  =  0  und  x  =  l,  somit  log  not  rc  =  0  wird,  so  dass  die  Inte- 

grationsconstante  verschwindet,  so  ergibt  sich  als  das  gesuchte  Schlussresultat 


s  =  —  log  not  X  =  —  ,log  not  1  —  «tn  — ^  <  +  co»  •—  t  1  .  .  . 

o'  —  1^ 
h)  Es  sei  P  =  mg  — — — ,  wo  a  verschieden  von  Null  ist. 


(7) 


Ist  vo  >  a,  so  ist  P  zur  Zeit  i  =  0  negativ,  demnach  die  Bewegung  eine 
verzögerte,  die  Geschwindigkeit  nimmt  daher  ab  und  nähert  sich  dem  Werte  a, 
auch  der  absolute  Wert  der  Kraft  P  nimmt  immer  mehr  ab,  so  dass  sich  die  Be- 
wegung immer  weniger  von  einer  gleichförmigen  unterscheidet. 

Ist  170  =  a,  so  ist  der  Anfangswert  von  P  =  0,  die  Bewegung  ist  eine 
gleichförmige,  die  Geschwindigkeit  ändert  sich  nicht,  P  behält  also  den  Wert 
Null,  so  dass  die  Bewegung  stets  gleichförmig  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  a 
vor  sich  gehen  muss. 

Ist  dagegen  vo  •<  o,  so  ist  P  positiv  und  die  Bewegung  eine  beschleunigte; 
je  näher  die  zunehmende  Geschwindigkeit  dem  Werte  a  kommt,  desto  weniger 
unterscheidet  sich  P  von  Null,  demnach  desto  weniger  die  Bewegung  von  einer 
gleichförmigen. 

Die  Beschleunigung  p  ist  bestimmt  durch 

P  =  9'      ^       •  •  .    (8) 
Es  ist  demnach 

vdv  =  pda  =  g  .  — -^ —  ds  und 

d    —  —     t7dt? c^  d  (a*--  V*) 

g   o* — r*  ""       2g     o*  —  t?* 

Durch  Integration  ergibt  sich 

8  =  —  ^  .log  not  (a*  —  v*)-^-  C 

Für  den  Anfangszustand  ist 

0  =  —  ^  lognat  (a'  —  Vo')  +  C 

ig 

Durch  Subtraction  der  beiden  letzten  Gleichungen,  wodurch  die  Inte- 
grationsconstante  C  eliminiert  wird,  erhält  man 

8  =  zs—  log  nat  — ; j-  ...    (9) 

2g     ^         o'  —  t;*  V 

Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  v',  so  findet  man 

2  g»  2  g$ 

t;»  =  a'  —  (o*  —  Vo')  .  e  "  "«^  =  a'  +  (vo'  —  a')  ,  e        «'    .  .  .    (10) 

Da  8  der  ursprünglichen  Voraussetzung  zufolge  stets  positiv  bleibt,  so  ist  aus 
dieser  Gleichung  zu  ersehen,  dass,  wenn  vo^a  ist,  v  den  Grenzwert  a  für  keinen 
Wert  des  s  erreichen  kann;  wohl  ist  in  beiden  Fällen  für  Ums  ==  00  der  Grenz- 
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wert    des    leteten   Factor»  F'«m> 

_»91         1 

IiM  e  ''  "^  OD  ~  *'<  ^^^ 
Kme^a.  Nur  ftlr  p»  =  a  bo- 
hllt  V  stets  den  Wert  o,  wie 
dies  schon  oben  erwähnt 
Würde.  DieWeggeschwindig- 
keiucnrven  haben  demnach 
die  Form  derFig.58a,^oder 
V,  je  nachdem  e.  >  o,  vs  =  a 
oder  r<  <  a  iat.  Für  die  Cnr- 
Ten  n  und  y  ist  die  zur  Ab- 
seiesenachse  parallele  Ge- 
rade ß  die  Asymptote. 

Durch  SnbBtitntion  von  (10)  in  (8)  findet  man 


AuB  dv  =  pdt  =  g  —~-j —  -  dt  ergibt  sich 

Mmit 

(  =  ^—  I  hg  not  (a  +  v)  —  log  not  (a  —  v)  I  +  C 

fk  den  Anfangszustand  ist 

0  =  2?^  flog  not  (a  +  v>)- log  not  (a-v,}\  +  C 

Durch  Subtraction  der  beiden  letzten  Gleichungen  Sndet  man 

t  =  ~logttal  f«  +  ">('' ~  "'{  .  .  .    (12) 

Ad8  dieser  Gleichnng  ergibt  sich 


Durch  diese  Gleiobang  ist  die  Geschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  a 
gwitflckt 

Um  schließlich  auch  den  Weg  s  dnrcb  die  Zeit  auszudrücken,  hat  n 
entweder  (13)  in  (S)  ein2nsetzen  oder  aber  die  Grundgleichang  anzuwenden: 

11« 
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=  «-€«  =  »    ra  +  P,;«"     -(a-v.)e      ^ 


ds  =  vdt  =  a  . 


^t 


-^e 


de 


(a  +  rö>  e  **     +  (a  —  vo)  e 
Bezeichnet  man  den  Nenner  des  letzten  Braches  durch  x,  so  ist  dx  = 


^t 


=:^(a  +  Vo)e''"\^  dt-(a-vo)e      *'     .  ^  dt,  daher 


ds  =  a , 


somit 


c*     da; 


c*     da; 

9   '  X 


8  =  —  log  not 

9       ^ 


L 


^t 


a 


+  Vo)  e  *'     +(a  —  Vo)  e 

Für  «  =  0  ist  s  =  0,  daher 

0  =  —  lo9fMt2a+C 
9 

Subtrahiert  man  die  beiden  letzten  Gleichungen,  so  wird 

^t  —  —  t 

^   1         .(a'\-Vo)e^     +(a  —  vo)e      ** 

«  =  —  log  not  — ' — ~ ~ .  . 

9  2a 


?']  +  o 


(14) 


Die  Zeitwegcurve  hat  dieser  Gleichung  gemäß  die  Gestalt  der  Cnrve  Ä,  B 
oder  C  in  der  Figur  59,  je  nachdem  vo  >  a,  vo  =  a  oder  vo<.a  ist. 

Fig.  59. 


>-aj 


Die  Winkel  ao  und  a  in  dieser  Figur  entsprechen  den  Gleichungen  a©  = 
=  arc  ig  vo  und  a  =  arc  ig  a.  Die  zu  der  Geraden  B  parallelen  Geraden  (1) 
und  (2)  berühren  asymptotisch  die  entsprechenden  Curven. 

Die  Geraden  u  sind  Tangenten  an  die  Zeitwegcurven  für  den  Punkt  0. 
Den  Beziehungen  vo  >  a,  vo  =  a,  t'o  <:  a  entsprechend,  ist  für  die  Curve  Ä  ao>  a 
und  für  die  Curve  C  ao  <.  a.   Die  Asymptote  (1),  beziehungsweise  (2)  schneidet 

die  Ordinatenachse  in  einem  Punkte,  dessen  Ordinate  —  log  not  -^ —  ist. 

9 


2a 


c)  Es  sei  P^  —  mg-j. 
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Da  die  Bewegmigsrichtung  positiv,  die  resultierende  Kraft  P  aber  negativ 
und  variabel  ist,  so  ist  die  Bewegung  in  diesem  Falle  eine  ungleichförmig  ver- 
zögerte, nähert  sich  aber  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  immer  mehr  einer 
gleichförmigen. 

£s  ist  die  Beschleunigung 

P  =  —  =  ^  9-:j  •  •  •    (15) 

Demnach   ist  vä^  =  od«  =  —  o  -r  <i«  ^nd  d«  = und  b  = 

c*  g     V 

= log  not  t?  +  C  und  da  r  =  t?o  ftir  «  =  0  wird,  so  ist  —  log  ruU  Vo  =  C,  somit 

9  g 

8  =  —  log  nat  -^  .  .  .    (16) 
und  daher 

»  =  ro  .  «      c'  .  .  .    (17) 
Man  sieht  sofort,  dass  lim  v  =^  0  fUr  Zim  «  =  oo  wird. 

Es  ist  femer  dr  =  pd*  =  —  g~;j^^t  somit 

,.            (f  dv           c*     ""'   j 
di=: -  = ,i)      ,dv 

9  ^  g 

Die  Integration  liefert  die  Gleichung 

<  =  — .  — +  Cund  da  für 
g     V 

c*     1 

den  Anfangszustand  0  =  — . f-  C  ist,  so  fUhrt  die  Snbtraction  der  beiden  letzten 

g    Vo   ^  ' 

Gleichungen  zu  dem  Resultat 

.      ,  =  £^fi_n...  (18) 

g  \v       Vo)  '    ^ 

Durch  Elimination  der  Geschwindigkeit  v  aus  den  Gleichungen  (16)  und 
(18)  findet  man  schließlich 


8 


^^lognat^l+^t^.,    (19) 


§  40.  Anwendungen  der  Gesetze  der  ungleichförmig  geänderten 
Bewegung  auf  die  Dynamilc  der  Scliwere. 

Der  freie  Fall,  die  geradlinige  Wurfbewegnng  und  die  Bewe- 
^'un^'  längs  der  schiefen  Ebene  werden  als  ungleichförmig  geänderte 
Bewegungen  zu  betrachten  sein,  sobald  man  auf  die  Veränderlichkeit 
der  Schwerkraft  Rücksicht  nimmt,  oder  wenn  außer  der  Schwerkraft 
solche  Kräfte,  wie  z.  B.  der  Luftwiderstand  vrirkend  angenommen 
werden,  deren  Intensität  sich  ändert.  Die  in  diesen  Fällen  stat^ 
findenden  Bewegungen  sind  dann  nach  den  bisher  erläuterten  Me- 
thoden zu  behandeln. 
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Fig.  60. 


a)  Freier  Fall  in  die  Tiefe. 

Man  denke  sich  in  der  Richtung  des  Durchmessers  EOE"  (Fig.  60)  der  als 
kugelförmig  angenommenen  Erde  einen  Schacht,  in  welchem  ein  Körper  herabfSllt 

Denkt  man  sich  weiter  durch  den  beliebigen 
Funkt  M  der  Bahn  eine  mit  der  Erdoberfläche  con- 
centrische  Eugelfläche  J  gelegt  und  nimmt  an,  dass 
die  Erde  aus  concentrischen  Kugelschalen  besteht, 
von  denen  jede  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die 
gleiche  Dichte  hat,  so  lässt  sich  als  eine  einfache 
Folgerung  aus  dem  Newton'schen  Gravitations- 
gesetze nachweisen,  dass  die  ganze  Anziehung  der 
zwischen  /  und  der  äußersten  Kugelfläche  A  gele- 
genen Schale  auf  den  im  Punkte  M  befindlichen  Kör- 
per und  überhaupt  auf  jeden  innerhalb  der  Kugel- 
fläche J  befindlichen  Punkt  sich  auf  Null  reduciere. 
Demnach  ist  die  Anziehung  P  der  ganzen  Erde  auf 
den  Körper  in  M  dieselbe  wie  die  Anziehung  der  inneren  Kugel  von  dem  Halb- 
messer OM,  deren  Richtung  MO  ist. 

Denkt  man  sich  zudem  die  Erde  gleichförmig  dicht  (homogen),  also  die 
ganze  Erdkugel  von  einer  Dichte,  die  gleich  ist  der  mittleren  Dichte  der  Erde 
(etwa  5 Vi  bezogen  auf  Wasser),  so  kann  man  aus  dem  Newton'schen  Gesetze 
folgern,  dass  die  Anziehung  P  der  Erde  auf  den  Körper  in  itf,  welche  der  An- 
ziehung der  inneren  Kugel  vom  Radius  OM  gleich  ist,  sich  so  verhalten  müsse 
wie  die  Masse  m  des  fallenden  Körpers,  femer  wie  die  Größe  dieser  Kugel  von 
dem  Radius  OM  =  s,  also  wie  der  Cubus  von  s  und  umgekehrt  wie  das 
Quadrat  dieses  Radius,  so  dass  demnach  P  diesem  Radius  s  direct  proportioniert 
sein  müsse.    (Vom  Luftwiderstande  werde  abgesehen.) 

Es  ist  somit,  wenn  die  Richtung  von  0  nach  E  zur  positiven  gewählt 
wird  und  durch  kP  eine  positive  Constante  bezeichnet  wird, 

P  =  —  m1^8  und  p  =  —  k^8 

Im  Punkte  E,  wo  s  =  r  ist,  ist  p  =  — -  ^  =  —  9*8,  daher  g  =  ]cPr,  sonach 


-ri 


r 


(1) 


Es  ist  demzufolge  unter  den  angeführten  Voraussetzungen  die  Bewegung 
des  fallenden  Körpers  eine  Bewegung  von  der  im  §  38  behandelten  Art 

Ist  in  ^  v  =  0,  s  =  r  (Erdradius)  und  die  Zeit  t  =  0,  so  ist  den  Glei- 
chungen (11)  S.  59  entsprechend 


8  =  r .  cos  27t  -=  =  r .  cos  kr  =^  r  cos  r 


v= ^-  sin  2n~=  —kr  sin  kr  =  —  r|/y  sin  Af -- 


daher  ist  die  Fallhöhe 


X 


=  r-.  =  r[l-co«Tj/r|  =  2r[««|^|]* 


(2) 
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seilen  ist  und  statt  t  und  «  zn  setzen  ist  ^  — -  T  und  JET  —  s,  wofern  t  und  8  sich 
auf  denselben  An&ngspunkt  der  Zeit  und  des  Weges  beziehen  sollen  wie  in  der 
Formel  (8),  so  dass  „  „ 


.+  e 


-    (9) 


Fig.  61. 


H—  8  =  —  ,log  nat  - 
9 

Es  hat  sonach  die  Formel  (8)  Giltigkeit  für  «  <  T  und  die  Formel  (9) 
för  *  >  r.    Die  Weggeschwindigkeitscurve  für  die  beiden  aufeinanderfolgenden 
Bewegungen  des  Steigens  und  Fallens  ergibt  sich  durch  entsprechende  Ck)mbi- 
nition  der  Fig.  57  und  Fig.  58  (letztere  ftir  Vo  =  Q  und  negative  Ordinaten),  so 
dass  dieselbe  die  Form  der 
flg.  61  anninmit,  wo  der  ober- 
halb der  Ab^issenachse  gele- 
^e   Cunrentheil   der  Steig- 
bewegung, dagegen  der  unter- 
halb derselben  gelegene  der 
Fallbewegung  entspricht  Aus 
der  Formel  (9)  lässt  sich  leicht 
erschließen,  dass  die  Zeit  des 
Fallens,  nach  welcher  wieder 
j?  =  o  wird,  größer  ist  als  die 
Steigdauer  T,  beide  sind  aber 

kleiner  als  —,  d.i.  als  die  Steig- 
dauer im  mftleeren  Baume; 
die  Schlussgeschwindigkeit  ist 
femer,  wie  die  Formeln  des  §  39  a)  und  h)  für  a  =  c  lehren,  kleiner  als  die  Wurf- 
geschwindigkeit Vo  u.  s.  w.  Die  Zusammenfassung  der  Formeln  (8)  und  (9)  setzt, 
wofern  c  in  beiden  als  gleich  angenommen  wird,  voraus,  dass  der  Körper  bezüg- 
lich einer  horizontalen  Mittelebene  symmetrisch  geformt  ist  und  sich  während  der 
Bewegung  nicht  dreht. 

Wollte  man  von  diesen  Formeln  auf  die  des  §.  35  übergehen,  so  müsste 
man  den  Luftwiderstand  W=  o,  demnach  der  Gleichung  (4)  zufolge  c  =  00  setzen. 

d)  Bewegung  eines  schweren  Körpers  längs  einer  horizontalen 
Bahn  bei  Berücksichtigung  der  Beibung  und  des  Luftwiderstandes. 

Bezeichnet  man  durch  R  den  kinetischen  Beibungsi^iderstand  und  durch  f 
den  Beibungscoefficienten  der  gleitenden  Beibung,  so  ist  den  Beibungsgesetzen 
zufolge  im  vorliegenden  Falle  R  =  fQ  =  fmg. 

Nimmt  man  femer  die  Bewegungsrichtung  zur  positiven  Bichtung  an,  so 
ist,  weil  der  Beibungs-  und  Luftwiderstand  stets  der  Bewegung  entgegengesetzt 
gerichtet  sind, 


flaher 


P  =^  -  R  -W  =  -  fmg  -  mg  -  = 


mg 


fC  +  v» 


p  =  ^  =  -  g 

m 


fC  +  v' 


Es  bestehen  demnach  in  diesem  Falle  die  in  §.  39  a  abgeleiteten  Gesetze. 
wofem  nur  a*  =  /"c*,  also  a  =  c  V/^  gesetzt  wird.  Die  Bewegung  ist  also  eine 
ungleichförmig  verzehrte,  für  welche  zufolge  (7)  S.  162 


«  =  —  log  nat 

9  ^ 


l 


r# 


Vf 


9tfl 


gVf 


t-\-  CO» 


gVf 


'] 
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ist,  und  für  welche  ebenso  alle  anderen  in  §  39  a  abgeleiteten  Gleichungen  Giltig- 

C  Va 

keit  haben.    Der  Körper  kommt  nach  der  Zeit  T  =  — ■=.  arc  ig  — -=  und  nach 

gVf        cvr 

Zurttcklegung  des  Weges  L  =  .^  log  not  1  1  +  -^rj  I  zur  Buhe. 

Würde  man  von  der  Reibung  absehen,  so  wäre  P  =  —  W  =  —  mg  -r 
und  p  =  —  g  -j,  so  dass  dann  die  im  §  39  c  deducierten  Gleichungen  zur  An- 

Cr 

Wendung  kommen. 

e)  Fall  auf  der  schiefen  Ebene  bei  Berücksichtigung  der 
Reibung  R  und  des  Luftwiderstandes  W, 

In  diesem  Falle  ist  der  Normaldruck  gegeben  durch  N=  Q  cos  a  {s.  Fig. 51), 
daher  der  Reibungs widerstand  B  =  fN  =  fQ  cos  a. 

Die  tangentiale  Componente  der  Schwerkraft  ist  Q  sin  a.  Nimmt  man  die 
Bewegungsrichtung  von  M  nach  0  (Fig.  51)  zur  positiven  an,  so  ist 

P  =  Q sina  —  R  —  W=  mg     sin  a  —  f  cos  a  —  —  1 

Setzt  man  f^^tgq^  wo  q  den  kinetischen  Reibungswinkel  bedeutet,  so 

ist  demnach  _.    /         ^x 

^  s%n  («  -  g)       ^ 

T»  cos  Q  ...       (10) 

P  =  mg ^ 

Man  hat  demzufolge  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  Es  sei  a  >-  q,  d.  h.  der  Neigungswinkel  der  schiefen  Ebene  gegen  den 
Horizont  größer   als   der  Reibungswinkel,   so  dass  sin  {a  —  q)  positiv  ist  und 

c  1/ ^ £2  einen  positiven  reellen  Wert  hat,  der  durch  a  bezeichnet  sei, 

f         cos  Q  ^ 

^sin  («  —  q) 
a  —  c  "        ^ 


Y- 


cos  Q 

Es  hat  dann  die  Gleichung  (10)  die  Form  P  =  mg  — 


Es  findet  demgemäß  die  im  §  396  untersuchte  Bewegung  statt,  welche, 
je  nachdem  r©  >  a,  vo  =  a  oder  vo  <.  a  ist,  eine  ungleichförmig  verzögerte, 
gleichförmige  oder  ungleichförmig  beschleunigte  ist.  Der  besondere  Fall,  in 
welchem  vo  =  o  ist,  ist  im  letzteren  Falle  mit  inbegriffen. 

Auch  wenn  der  Luftwiderstand  allein  berücksichtigt  wird,  demnach  R  =  o^ 
daher  auch  f  =  o  und  g  =  o  zu  setzen  ist,  ist  die  obige  Bedingung  a  >  ^  er- 
füllt, nur  ist  djinn  a  =  c  Ysin  ce. 

1-1 

2.  Es  sei  a  =  Q.  In  diesem  Falle  ist  der  Gleichung  (10)  zufolge  P  =  —  mg  -^ 

Die  Bewegung  ist  die  im  §.  39  c  untersuchte  verzögerte  Bewegung,  bei 
welcher  lim  v  =  o  ist.  . 

3.  Es  sei  a  <zq.    In  diesem  Falle  hat  c* ~ einen  positiven,  durch 

a'  zu  bezeichnenden  Wert,  so  dass 


a  =  cj/' 


sin  {q  —  a) 


cos  Q 

a'  -\-  V* 
Es  ist  dann  die  resultierende  Kraft  P  nach  (10)  P  =  —  mg  — ^ — , 

welche  Gleichung  übereinstimmt  mit  der  Grundgleichung  des  §  39a.  Die  Be- 
wegung ist  in  diesem  Falle  eine  ungleichförmig  verzögerte,  fUr  welche  die 
Gleichungen  1—7  des  §  39  Giltigkeit  haben.    Der  Körper  konunt  zufolge  der 
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P  = .    Ist  T  die  Umlanfszeit  des  Beweglichen,    d.  i.   die  zur 

Zflrücklegung  der  Peripherie  2r7t  nothwendige  Zeit,  so  ist  wegen 

'2  T  7t 

der  Gleichförmigkeit  der  Bewegung  c  =  —f-^   daher 

P  =  4^«.|J    (7) 

Anmerkung.  Die  Gesetze  und  die  Bedeutung  der  Centrifugalkraft  und 
insofeme  auch  mittelbar  jene  der  entgegengesetzt  gleichen  Gentripetalkraft  —  und 
zwar  ftlr  die  gleichförmige  Bewegung  in  einer  Kreisbahn  —  entdeckte  der 
große  Nachfolger  Galileis  und  Vorgänger  Newtons,  der  geniale  Holländer  Christian 
Huyghens  (geb.  1629,  gest.  1695)  (H.  Horologium  oscillatorium  1673).  Die  all- 
gemeine Formel  für  die  Centripetal-  und  Tangentialkraft  leitete  auf  syntheti- 
schem Wege  Newton  ab.*) 


§  42.  Princip  der  lebendigen  Kraft  und  andere  dynamische  Gesetze 

der  krummlinigen  Bewegung  eines  Punictes. 

Aus  den  für  eine  jede  krummlinige  Bewegung  giltigen  Glei- 
chungen 

ds  dv       d^s 


^~  dV^'~  dt~  dt^ 
^  dv  d^s 


(1) 


in  welchen  pt  die  tangentiale  Beschleunigung  und  P<  die  Tangential- 
kraft bedeuten,  lassen  sich  auf  dieselbe  Art,  wie  dies  aus  den  ana- 
logen Gleichungen  der  geradlinigen  Bewegung  geschehen  ist,  andere 
Gesetze  deducieren. 

Zunächst    lehrt   die    Division   der   beiden    letzten    Gleichungen 

durch  die  erste,  dass 

vdv  =pi,ds 

p  dv  \   (2) 

sei.    Integriert  man  die  letzten  Gleichungen  in  (1)  und  (2),   nämlich 

mdv  =  mptdt  =  Ptdt  und 
mvdv  =  mptds  =  Ftds 

ftir  ein  Zeitintervall,  für  welches  dem  Anfangspunkte  die  Werte  t  =  o, 
s  =  0,  V  =  Vo  und  dem  Endpunkte  die  variablen  Werte  t,  s,  v  ent- 
sprechen, so  findet  man 

*)  In  der  früheren  Auflage  folgt  an  dieser  Stelle  in  einem  besonderen  Para- 
^phe  eine  ausführliche  Behandlung  der  Componenten  der  relativen  Kraft  nach 
Coriolis,  vor  allem  der  „zusammengesetzten  Ccatrifugalkraft*^. 

12» 
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dessen  Anfangsgeschwindigkeit  Vo  ist,    nnter  der  alleinigen  Einwir- 
kung der  Kraft  R  dieselbe  Bahn  zurücklegen  mttsste. 

Um  die  Gleichung  der  Bahn  f(ir  diesen  besonderen  Fall  eines 
freibeweglichen  materiellen  Punktes,  der  unter  dem  Einflüsse  einer 
Anfangsgeschwindigkeit  t;^,  deren  die  Bahncurve  tangierende  Rich- 
tung etwa  zur  positiven  X-Achse  (Fig.  65)  gewählt  sei,  und  unter 
dem  Einflüsse  einer  in  der  Richtung  der  positiven  Z- Achse  wirkenden 

Fig.  65. 


B 


Constanten  Kraft  R  sich   bewegt,   in   einfacherer  Form   zu   erhalten, 

braucht  man   nur  etwa  von  den  Gleichungen  9,  S.  183   auszugehen 

und  die  dort  angeführte  Methode  zu  befolgen.     In  dem  vorliegenden 

Falle  ist  Pz  =  R,  Px  =  Py  =  0]  da  ferner  die  Richtung  von  u  in  der 

ZX-Ebene  gelegen  ist  und  Ft  =  0  ist,  so  muss  die  Bewegung  aus  den 

auf  S.  184  erörterten  Grtlnden  stets  in  der  ZX-Ebene  vor  sich  gehen. 

d^  Z 
Durch    Integration    der    Gleichungen    Pz=  R==  m  -.-,-    und 

Px=  m  -jT^  =  0  ergibt  sich ,  wenn  man  die  constante  Beschleu- 
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gleichgerichtet  ist  (Fig.  66  o),  negativ  fUr  den  Fall  einer  Anziehung 
(Fig.  666)  —  znfolge  der  Gleichung  (10)  S.  184  bestimmt  ist  durch 

Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  bekanntKch  die  Richtungen  der 
beiden  orthogonalen  Componenten  P«  und  Pc  mit  der  Richtung  m  u  der 
resultierenden  Centralkraft  P  (Fig.  66  a  und  b)  immer  spitze  Winkel 

Fig.  66. 


einschließen  müssen.  Da  nun  die  Centripetalkraft  Pc  stets  gerichtet 
ist  nach  dem  Mittelpunkte  0  des  Krtimmungskreises,  als  dessen  Bogen- 
element  das  dem  Punkte  m  zunächst  liegende  Bahnelement  M3r  an- 
gesehen werden  kann,  so  ist  der  Winkel  ^  Omu  stets  ein  spitzer  und 
demnach  der  Winkel  OmC  stumpf  oder  spitz,  je  nachdem  die  Rich- 
tung m  G  der  Richtung  m  u  entgegengesetzt  ist  (Fig.  66  a)  oder  mit 
derselben  tibereinstimmt  (Fig.  66  &),  also  je  nachdem  Pr  positiv  oder 
negativ,  mit  anderen  Worten :  je  nachdem  die  Centralkraft  eine  ab- 
stoßende oder  eine  anziehende  ist.  Nun  schließt  bei  einem  jeden 
Kreise  die  centripetale  Richtung  mO  des  Halbmessers  mit  jenen  Rich- 
tungen, die  vom  Endpunkte  m  desselben  zu  den  auf  der  convexen 
Seite  des  benachbarten  Kreisbogens  MM'  (also  auf  jener  Seite  der 
Tangente  des  Punktes  m,  auf  welcher  nicht  der  Kreisbogen  MM'  ge- 
legen ist)  befindlichen  Punkten  C  (Fig.  66  a)  gezogen  werden,  stumpfe 
Winkel  ein;  befindet  sich  dagegen  C  auf  der  concaven  Seite  (Fig.  666), 
also  mit  dem  Bogenelemente  3IM'  auf  derselben  Seite  der  Tangente, 
so  ist  dieser  Winkel  OmC  ein  spitzer  Winkel.  Demgemäß  wendet  die 
Bahncurve  bei  jeder  Centralbewegung  dem  Centralpunkte  C 
stets  die  convexe  (Fig.  66a)  oder  aber  die  concave  Seite 
(Fig.  666)  zu,  je  nachdem  Pr  positiv  oder  negativ,  also  die 
Centralkraft  eine  abstoßende  oder  eine  anziehende  ist. 

14* 


f 
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Es  ist  demnach  auch  ±vtos  a  =  r  -j^,  und  wenn  man  für  -J^  zu- 

21c 
folge  der  Gleichung  (2)  einsetzt :  — ^ ,  so  findet  man 

V  = =  —  ...     (6) 

wo  n  (siehe  Fig.  66)  die  Normale,  welche  vom  Centralpunkte  C  auf 
die  der  jeweiligen  Lage  m  des  Punktes  zugehörige  Tangente  der 
Bahn  geführt  ist,  bedeutet. 

Die  letzte  Gleichung,  die  sich  übrigens  auch  in  höchst  ein- 
facher Weise  so  ableiten  ließe,  dass  man  das  dreieckförmige  Flächen- 
element d -F,  das  nach  (2)  durch  k  ,dt  gegeben  ist,  aus  leicht  ersicht- 
lichen Grtlnden  auch  anderseits  dem  Producte  ^n,ds  gleichsetzt,  spricht 

das  Gesetz  aus,  dass  bei  einer  und  derselben  Centralbewegung  die 
Geschwindigkeiten  v  in  verschiedenen  Punkten  der  Bahn  den 
Tom  Centralpunkte  C  auf  die  Tangenten  geführten  Normalen  n 
invers  proportional  sind,  und  ebenso  muss  umgekehrt,  wenn  eine 
Bewegung  diese  letztere  Eigenschaft  für  einen  gewissen  fixen  Punkt  C 
hat,  diese  Bewegung  eine  Centralbewegung  und  C  der  Centralpunkt 
derselben   sein,   denn   es  ist,  wenn  man   das  constante  Product  nv 

durch  2  k  bezeichnet,  -j-r  =  17^.-3—  =  77Wt?  =  i,  also,  wenn  zur 

'    dt        2       dt        2 

Zeit  t  =  0  auch  F  =--  0  angenommen  wird,  F  =  kt^  wie  in  Glei- 
chung (3),  so  dass  auch  die  aus  dieser  Gleichung  früher  deducierte 
Folgerung  giltig  ist. 

Setzt  man  in  der  ersten  der  Gleichungen  (5)  den  Wert  von  v- 

aus  der  Gleichung  (6)  ein,  nämlich  v^  =  —^ — ^— ,  so  findet  man 

^  ^  ^  r^cos^a 

Fr  =  4mF.  \ .-  ...     (7) 

oder  auch,  wenn  man  cos  a  =  ^  ~  setzt  (siehe  Fig.  66) 

Pr  =  dt4mk^.-~  ...     (8) 

Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  gestatten  sowohl,  wenn  das  Gesetz, 
nach  welchem  die  Centralkraft  Fr  sich  mit  r  und  9  ändert,  gegeben  ist, 
die  Art  der  Bahn  zu  bestimmen,  als  auch  anderseits  —  was  einfacher 
ist  —  den  Wert  zu  bestimmen,  den  die  Centralkraft  haben  muss, 
wenn  die  Centralbewegung  in  einer  bestimmten  Bahn  erfolgen  soll. 
Wie  sich  aus  dem  Gesagten  ergibt,  kann  die  Bewegung  in  einer 
jeden  beliebigen  Bahn  eine  Centralbewegung  sein,  für 
welche  auch  der  Centralpunkt  beliebig  ist,  nur  müssen  v  und 
^r  den  Gleichungen  6,  7,  8  entsprechen. 
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Anmerkung.  Man  kann  die  Ausdrücke  7  und  8  für  die  Centralkraft  b^«/ 

gegebener  Bahn  und  gegebenem  Gentralpunkte  (uem  Pole  der  Polarachse)  aift.oli 

1    j^ 

mannigfach  umformen,  so  ist  z.  B.  auch  Pr  =  —  4mfc».  -r  -^—  u.  s.  w.:  man  kann  so 

dw 
auch  aus  der  Gleichung  (2),  nämlich  aus  r*  -^  =  2Ä  und  aus  der  Gleichung  (4) 

leicht  folgenden  bemerkenswerten  Wert  ableiten 


r*      Lr  "^     dipf    J 


dtp* 

Es  ist  dies  die  von  Binet  herrührende  Formel.  Es  entspricht  auch  in  dieser  Formel, 
wie  in  allen  folgenden,  ein  positives  Pr  einer  Abstoßung,  ein  negatives  Pr  einer 
Anziehung. 

Ist  die  Centralkraft  Pr  von  cp  unabhängig  und  (wie  in  den  meisten 
Fällen  der  Natur)  eine  bloße  Function  der  Entfernung  r  vom  Gentral- 
punkte, nämlich  Pr  =  dz  f  (r),  so  hat  dieselbe,  wie  schon  im  §  45 
nachgewiesen  wurde,  ein  Potential  Z7,  und  zwar  ist 


ü  = 


—  (Pr.dr  .  .  .     (9) 


und  es  haben  dann  alle  im  §  45  für  diesen  Fall  nachgewiesenen 
Sätze  Giltigkeit. 

Es  sollen  nun  im  Folgenden  die  gewonnenen  allgemeinen  Er- 
gebnisse auf  einige  wichtigere  Fälle  in  Anwendung  gebracht  werden. 

a)  Erfolgt  eine  Centralbewegung  in  einer  Kreisbahn  vom 
Radius  r  und  ist  zudem  der  Centralpunkt  der  Kreismittelpunkt,  so  ist 
n  =  Q  ^=r  und  a  =  ti   zu  setzen,   so  dass  nach  (7)  und  (6)  Pr  = 

= n—  und  v  =  —  ist.   Es  muss  demnach  eine  solche  Bewegung 

^  ^  2k 

eine  gleichförmige  sein,   für  welche  v  den  constanten  Wert  —  und 

dw  2k         ^ 

die  Winkelgeschwindigkeit  ^  =  -37  ii^ch  (2)  den  Wert  — ^   hat,    daher 

k  =  -^.-,  somit 

Pr  = Z3~~  ^^  —  mr.iv^  .  .  .     (10)     ist. 

Es  ist  dies  dann  die  im  §  41,  S.  179  schon  untersuchte  Bewegung, 
bei  welcher  die  Centripetalkraft  mit  der  Centralkraft  identisch  ist. 
Bedeutet  T  die   Umlaufzeit,   so   ist   offenbar  kT  =  r^  n^  vT= 

=  2r7i  und  t«;  =  — ,  und  es  ist  daher,  wie  auf  S.  179 

P,=_47r^'^!*   .  .  .     (11) 

h)  Ein  besonders  wichtiger  Fall,  zumal  in  seiner  Anwendung 
auf  die  kosmischen  Bewegungen  von  hoher  Bedeutung,  ist  jener,  in 
welchem  die  Centralkraft  dem  Quadrate  der  Entfernung  r  vom 
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Centralpunkte  invers  proportioniert  ist,  so  dass,  wenn  durch 
u  die  Beschleunigung  dieser  Kraft  in  der  Entfernung  1  bezeichnet  ist, 


m  ^ 


(12) 


^        •     •     • 

WO  das  obere  Zeichen  wie  früher  und  auch  stets  späterhin  auf 
den  Fall  einer  Abstoßung,  das  untere  auf  jenen  einer  Anziehung 
Bezug  hat. 

Die  Geschwindigkeit  Vo  und  deren  Richtung  in  irgend  einem 
bestimmten  Zeitpunkte,  der  zum  Anfangspunkte  der  Zeit  gewählt 
sei;  sowie  auch  die  Lage  Mo  des  beweglichen  Massenpunktes  m  zu 
dieser  Zeit  sei  gegeben.  Der  diesem  Momente  entsprechende  Radius 
vector  GMo  sei  u^  und  die  Bewegungsrichtung  Vo  schließe  mit  diesem 
Leitstrahle  den  als  gegeben  angenommenen  hohlen  Winkel  Oo  ein 
(>o  <  tt).  Die  Richtung  von  CMo  ==  Tq  sei  als  positive  Richtung  der 
Polarachse  (bezw.  x-Achse),  der  Centralpunkt  C  als  Pol  (bezw.  An- 
fangspunkt des  Coordinatensystems)  und  der  Polarwinkel  cp  sei 
in  der  Richtung  der  Bewegung  positiv  angenommen. 

Es  steUt  dann  zur  Zeit  Nulli;n  =  rJ^)   (Gleichung  11,  S.  115) 

die  zu  To  normale  Geschwindigkeitscomponente,  nämlich  Vo  sin  ao  dar, 

so  dass  ( "3^  I  =  — ist,   weshalb  auch  der  in  der  Zeiteinheit 

durchstreifte  Sector  k  nach  (2)  durch 

k=  -^ro'  (  df  7  ^  2  ^"^  ^"^  ^^^  ofo  .  .  .     (13) 
bestimmt  ist. 

Nimmt  man  die  positive  Richtung  der  y-Achse  des  Achsensystems 

derart  an,  dass  für  dieselbe  y  =  +  «-  ist,  so  ist 


Fr  coscp       -4 — o   Cö5  cp 

d'y 

"^dt^ 

jTr  Sin  cp       zfc  —~  sm  cp 

Dividiert  man  diese  Gleichungen  durch  m  und  integriert  dieselben 
nach  t  innerhalb  des  Intervalls  t  =  o  bis  ^,  so  erhält  man,  da  die  zu 
der  X'  und  «/-Achse  parallelen  Geschwindigkeitscomponenten  zur  Zeit 
Null  Vo  cos  ao  und  Vo  sin  Oo  sind, 


dt 


X                         ,        C coscp  T^   dy  .  Csincp  ^^ 

j  —  VoCOSao  =  ±:  ^  \    -^-dt^  -^ t'o  s^w  «o  =  dt  ju   I  -    ^,-dt 

o  o 

Substituiert  man  femer  für  dt  den   aus   (2)   sich   ergebenden 
Wert  dt=  ^  T  ^9^  ®^  findet  man 
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dx 


—  VoCOSao  =  db  ^  \  cosq)dq>  =  äri^s%nq) 

o 

sinq)dq)  =  dz  ^  (1  —  cosqi) 


{U 


Führt  man,  um  die  Gleichung  der  Bahn  auf  eine  einfac 
Form  zu  bringen,  zwei  durch  die  gegebenen  Größen  Vo  cto  Tc  und 
bestimmten  Größen  c  und  cpo  ein,  die  mit  diesen  Constanten  der  beid 
letzten  Gleichungen  so  zusammenhängen,  dass 

c  sin  q)o  =  Vo  cos  ao 

.     M 

ccos  Wo  =  Vo  stn  a©  ±  cTT 

wird,  so  dass  also  bei  Beachtung  des  Wertes  k  aus  (13)  c  und  q)o  1 
stimmt  ist  durch 

1  /  1  /  2tt        ü^ 


To    ^  4k^ 


}  (15 


Vo  stn  cfo  dt  o  7 
Vo  cos  ao  2  k 

sm  Wo  = ,  cos  Wo  = 

^  c  ^  c 

so  nehmen  die  Gleichungen  (14)  folgende  Form  an: 

dx  .  u 

-^  =  c  sin  cpo  dt  ^  stn  q) 

A  )     (16) 

dy  u  f      ^     ^ 

-f^=ccosg>o^^cosf  I 

Nun  ist,    wie  sich  durch  Differentiation  der  bekannten  Tra 
formationsgleichungen    x  =  r  cos  (p^    y  =  "^  sin  q>    und    nachfolger 

dv  d  w 

Elimination   von   -^   ergibt  (siehe  Gleichung  (10),  S.  115)  ^--^-r 

dy  .        dx       j        .    .^.  d(p        2k 

=  cos  (p  -^~  —  sin  (p  --fT  und  nach  (2)     -^  =  — ^,   somit,   wenn  m 

die  Werte  aus  (16)  einsetzt,  —  =  ^  ~r'{-  c  ,cos  (y  +  ^o)  und 

T  u  IC 


4¥ 
T   — 


-  ^ fcc  ,       ,        X 

1h cos  Up  +  Wo) 


.     (17) 


Dies  ist  die   allgemeine   Polargleichung  der  ebenen   Bahn, 
welcher  sich  das  Bewegliche  unter  der  Einwirkung  der  Centralkr 
(12)  bewegt. 
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1.  Beachtet   man  zunächst   die  oberen  Qualitätszeichen,    d.  h. 

DÜnnit  man  an,  dass  die  im  inversen  Verhältnisse  zum  Quadrat  der 

Entfernung  r  stehende  Kraft  Pr  eine  abstoßende  Kraft  ist,  so  ist 

nach  (15)  und  (17) 

4F 


=j/r7fe^?^) 


1 cos  (y  +  <Po) 


Die  letztere  Gleichung  ist  aber,  da  rechterseits  der  Coefficient  von 

2kc 
m  {(f  +  ^o),  nämlich  der  vorletzten  Gleichung  zufolge  größer  als 

1  ist  (was  schon  deshalb  stattfinden  muss,  damit  r  stets  positiv  bleibt),  die 
bekannte  Brennpunktspolargleichung  eines  Hyperbelastes,  nämlich  des- 
jenigen, welcher  von  jenem  der  beiden  Hyperbelbrennpunkte,  der  zum 
Pole  gewählt  wurde  (und  der  zugleich  der  Centralpunkt  ist),  weiter  ent- 
fernt ist,  welcher  also  diesem  Pole  die  convexe  Seite  zuwendet.  Die 
Hyperbelhauptachse  ist  gegen  die  Polarachse,  d.  i.  gegen  die  Richtung 
Ton  fo  unter  dem  Winkel  ( — ^o),  dessen  entgegengesetzter  Wert  aus  (15) 

zu  bestimmen  ist,  geneigt,  der  halbe  Parameter^  =  a  (e^ —  1)  der  Hyperbel 

4  j2 
ist  durch  den  Zahlwert  des  Zählers,  also  durch  p  = und  die  nume- 

e  ^ 

rische  Excentricität  e  ^=^  —  der  Hyperbel  (wo  e  den  halben  Abstand  der 

Brennpunkte  und  a  die  reelle  Hyperbelhalbachse  bedeutet)  durch  den 

2kc 
Zahlwert  des  Coefficienten  von  cos  (cp  +  9>o),  also  durch  e  = = 

=|/l  4.  i^  Ti;/  _(-  ?JL\  (wo  für  Je  der  Wert  aus  (13)  einzuflihren 

ist)  gegeben,   so  dass  der  Hyperbelzweig  vollkommen  bestimmt  ist. 

Bewegt  sich  daher  ein  Körper  unter  der  Einwirkung 
einer  dem  Quadrate  der  Entfernung  von  einem  fixen  Cen- 
tralpunkte  C  invers  proportionalen  abstoßenden  Central- 
kraft,  so  erfolgt  die  Bewegung  längs  eines  Hyperbelastes, 
dessen  auf  der  convexen  Seite  desselben  liegender  Brenn- 
punkt der  Centralpunkt  ist.  Dieser  Hyperbelast  ist  auf  die  früher 
erwähnte  Weise  vollkommen  determiniert. 

2.  Ist  die  Centralkraft  eine  anziehende,  welcher  Fall  der  bei- 
weitem wichtigere  ist,  so  hat  man  durchwegs  von  den  unteren  Qualitäts- 
zeichen Anwendung  zu  machen,  und  es  ist  daher  zufolge  (15)  und  (17) 

2 


4F 
f* 


(18) 


1  H cos  (Cp  +  (fo) 
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bestimmt  sind.  Bemerkt  zu  werden  verdient,  dass  auf  die  Länge  der 
groJen  Achse  der  vorletzten  Gleichung  zufolge  außer  fx  nur  r«,  und  Vo, 
aber  keinesfalls  der  Winkel  ao  Einfluss  nimmt. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  ergibt  sich  auch  für  /u  der 

Wert  /i  =  4  ft^ .  p,  somit  nach  (12)  P^  =  —  4  i^  w .  t^  .  -;^.     Bezeichnet 

man  die  Umlaufszeit  in  der  elliptischen  Bahn  durch  T,  so  ist,  da  der 
^  •  Eadius  vector  in  der  Zeiteinheit  die  Fläche  k  durchlauft,  der  Flächen- 
inhalt der  Ellipse  einerseits  durch  fcT,  anderseits  bekanntlich  durch 

ahn  bestimmt,  also  T=  — r~~;  s®^^*  ™*^  ^®  obigen  Werte  für  a  und  b 
ein,  so  findet  man  T=  -^ ^,   so  dass  auch  die  Umlaufszeit 


(^r-»-') 


2 


wohl  von  To  und  v©,  aber  keinesfalls  von  a©  abhängig  ist.     Durch 

Substitution  von  i  =  —^  in  die  letzte  Gleichung  für  Tr  findet  man 

1    a^ 
überdies  Fr  =  —  \mn^ ,-^,-^f^, 

Ist  Vo^  =  —  und  zudem  ao  =  -ö,  so  wird,  wie  die  obigen  Glei- 
te ^ 

ehungen  lehren,  die  Excentricität  gleich  Null  und  a  =  6,  d.  h.  die 
Ellipse  tibergeht  in  einen  Kreis  (Fall  a). 

Kehren  wir  wieder  zu  unserem  allgemeinen  Problem  b)  zurück. 
Die    Geschwindigkeit    v    in    dem    beliebigen    Punkte,    dessen 

Polarcoordinaten  r,  q>  sind,  ist  bestimmt  durch  ^^  =  I  jt  I  +  I  771 1? 

daher  ist  auch  zufolge  (16)  v~  =  c^4-  \^j^  ^  ^-  cos  (qp  +  y©),    oder 

wenn  man  den  Wert  von  T  c  cos  {q>  +  yo)  aus  der  Gleichung  (17)  der 
Trajectorie  und  für  c  den  Wert  aus  (15)  einführt, 

i;«  =  tv"±2^(l-))   .     .     .     (19) 

80  dass  man  für  jeden  Wert  der  Entfernung  r  den  Wert  der  Ge- 
schwindigkeit V  bestimmen  kann.  Im  Falle  einer  Abstoßung  nimmt 
daher  die  Geschwindigkeit  v  mit  wachsender  Entfernung  r  vom  Central- 
punkte  zu,  im  Falle  einer  Anziehung  aber  ab,  so  dass  sie  im  letzten 
Falle  in  dem  dem  Centralpunkte  C  nächsten  Punkte  A  der  Bahn  ein 
Maximum,  im  entferntesten  Punkte  Ä  ein  Minimum  ist  (vergl.  Fig.  67). 
Übrigens  ließe  sich  die  Gleichung  (19)  viel  einfacher  ableiten  aus 
dem  Satze,  dass  die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  stets  gleich  ist  der 
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dass  die  resultierende  Kraft  Fr-^  deren  Richtungslinie  mit  dem  Radius 
Tector  identisch  ist,  gegeben  ist  durch 

P,-±i^.^...     (24) 

WO  das  obere  Zeichen  für  den  Fall  Giltigkeit  hat,  wenn  die  Central- 
kraft  die  Richtung  von  r  hat,  also  eine  abstoßende  ist,  das  negative 
Zeichen  aber  eine  anziehende  Kraft  zur  Voraussetzung  hat.  Derselbe 
Wert  von  Pr  würde  sich  auch  aus  der  Gleichung  (4)  ergeben,  wenn 

man  den  durch  Differentiation  der  früheren  Gleichung  -.-  =  2  —  sin  cd 

sich  ergebenden  Wert  von  -r^,  femer  für  b  cos  cp  den  Wert  aus  (22) 

und  für  -^  den  Wert  aus  (2)  in  (4)  einsetzen  würde. 

Anmerknng.  Mit  Zuhilfenahme  der  allgemeinen  B  ine  fachen  Formel 
(siehe  Anm.  auf  S.  214)  für  die  Größe  der  Centralkraft  ließe  sich  die  Formel  (24) 
aos  (22)  unmittelbar  folgern. 

Da  für  die  Bewegung  desselben  Körpers  in  seiner  Bahn 

Jtr 

constant  ist,  so  lässt  die  Gleichung  (24)  das  Gesetz  erkennen,  dass 
eme  Centralbewegung  in  einer  Kegelschnittslinie,  wenn  ein 
Brennpunkt  derselben  der  Centralpunkt  ist,  nur  dann  mög- 
lich ist,  wenn  die  Centralkraft  dem  Quadrate  der  Entfer- 
nung invers  proportional  ist. 

Eine  Folgerung  der  zwei  ersten  Keplcr'schen  Gesetze  ist 
demnach  das  Newton'sche  Gravitationsgesetz,  nämlich  die  indirecte 
Proportionalität  der  kosmischen  Gravitation  der  Planeten  gegen  die 
Sonne  zu  dem  Quadrate  ihrer  Entfernung. 

Infolge  der  Übereinstimmung  der  Gleichung  (24)  mit  der  Glei- 
chung (12)  wofern  man  .  ^ 

setzt,  haben  alle  unter  b)  aus  der  Gleichung  (12)  abgeleiteten  Folge- 
rungen auch  hier  ihre  volle  Giltigkeit. 

Erfolgt,  wie  bei  den  Planeten,  die  Bewegung  in  einer  Ellipse, 
so  ist,  wie  früher,   wenn  T  die  Umlaufszeit  und  a  und  h  die  große 

und  kleine  Halbachse  der  Ellipse   bedeuten,  k  =  —=-  und  p  = 
zu  setzen,  so  dass  nach  (25)  und  (24)  ^i  =  An^  -^  und 

1     a^ 
Pr==  —  4m7r^.— ^.Tpö   .  .  .     (26) 

ist.  ^^    ^ 

Da  nun  dem  dritten  Kepler'schen  Gesetze  zufolge  bei  allen 
Planetenbahnen  die  dritte  Potenz  von  a  dem  Quadrate  der  Umlaufs- 


i 
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dies  z.  B.  bei  der  sogenannten  Centrifugaleisenbahn  oder  einem  Fadenpeodel  der 
Fall  ist),  60  würde  es  in  einem  Punkte  der  Bahn  dahin  kommen,  dass  W»  =  $ 
ist,  so  dass  in  diesem  leicht  zu  bestimmenden  Punkte  (für  welchen  nämlich  der 

entsprechende  zwischen  —  und  n  gelegene  Mittelpunktswinkel  €p  aus  der  Glei- 

chung  C08  (f  =  -^{2 j\  berechnet  werden  kann)  der  materielle  Punkt  die 

Kreisbahn  verlassen  und  sich  als  ein  freibeweglicher  Punkt  in  einer  Parabel  weiter 
bewegen  würde,  welcher  Fall  natürlich  hier  ausgeschlossen  sein  soll.  Wäre 
c  >  oder  =  ^bgl,  so  müsste  auch  bei  einseitigem  Widerstände  die  Bewegung 
eine  circulierende  sein. 

Bei  einem  Fadenpendel  äußert  der  gespannte  Faden  einen  Zng 
Wn  auf  den  schweren  in  der  Kreisbahn  sich  bewegenden  Körper  m 
der  centripetalen  und  der  letztere  Körper  einen  Zug  —  Wn  auf  den 
Faden  in  centrifugaler  Richtung,  und  die  Gleichung  (9)  lässt  die  Größe 
dieses  Zugs  bestimmen;  dieser  Zug  hat  den  größten  Wert,  nämlich 
§  [3  —  2  cos  a]  beim  Hindurchschwingen  durch  die  Gleichgewichtslage 
C  0  und  den  kleinsten  Wert  Q  cos  a  in  den  äußersten  Lagen  CO  und  C0\ 

Um  den  Weg  s,  die  Winkelelongation  q)  und  die  Geschwindig- 
keit V  als  Functionen  von  t  auszudrücken  und  auch  die  Schwingungs- 
zeit T  zu  bestimmen,  hat  man  etwa  von  der  Gleichung  (7)  auszugehen 
und  die  Grundgleichung  ds  =  v  dt  in  Anwendung  zu  bringen.    Die 

Gleichung  (7)  lässt  sich,  da  cos  q)  —  cosa  =  2  sin  — ;^  sin  — ^  ist, 
folgendermaßen  umformen: 


V  =  V2g l  (cos cp  —  cosa)  =  1/ 4 gl  sin  — ^. 


a4-cp    .     a  —  CD 
^  sm  — ^ 


Es  sei  nun  zunächst  der  Fall  betrachtet,  in  welchem  die  Winkel- 
amplitude a,  daher  auch  9,  — n-^?  — ö"^  so  klein  sind,  dass  maa 

die  Sinus  dieser  Winkel  durch  die  (im  Bogenmaß  ausgedrückten) 
Winkel  selbst  ersetzen  kann.  Unter  dieser  Voraussetzung  ergibt  die 
letzte  Gleichung  folgende  Näherungsformel: 


._j/4;,:?  ^/:?"-p'-y,T(.^^,=l/,;  [0) -ii)]- 


V 


I  {a^  —  s^) 


Bezeichnet  man  nun  kUrzebalber  durch  h  den  constanten  Aus- 


druck k==r.y/'^.^  so  ist 


c  =ka  J  ' 


Zu  diesen  letzteren  Formeln  und  dalier  auch  zu  allen  anderen 
aus  diesen  Formeln  (10)  in  §  38  abgeleiteten  Gesetzen  führt  aul 
einfachem  Wege  auch  die  Zerlegung  der  Schwerkraft  Q  =  mg  (Fig.  71^ 
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dt 


-n 


dtp 


2g    yco8  (f  —  €08  a 


(15) 


Führt  man  nun,  um  die  in  endlicher  Form  nicht  ausführbare  Integration 

^eser  Gleichung  durchzuführen,  als  Hilfsvariable  die  variable  Höhe  x  =  oN  der 

veränderlichen  Lage  des  Pendels  über  dem  Horizonte  der  Gleichgewichtslage  ein, 

ao  dass  x  in  den  äußersten  Punkten  0  und  (7  der  Höhe  h  —  oA  (Fig.  71)  der 

ganzen  Bahn   gleich  ist,   so  ist  AN  =  l  {cos  <p  —  cos  a)  =  h  —  x  und  cos  (p  — 

CN      l  —  X     jj  ,                  ,           dx     j              dx  dx  o^x 

=  —  = ,   daher  stn  (p  d  (p  =  — ,   d  (p  = =  — —  Setzt 

l  l  l  Isintp      y(2l  —  x)  X 

mn  diese  Werte  für  c{<^  und  {cos  tp  —  cos  a)  in  die  Gleichung  (15)  ein,  so  findet  man 

Da  während  der  ganzen  Schwingung  x<:2l  bleibt,  so  lässt  sich  |  1  —  91 ) "~  y 
in  eine  convergente  binomische  (unendliche)  Keihe  entwickeln,  und  es  wird  dann 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  von  x  =  0  hh  x  =  h  erhält  man  die 

während  der  Bewegung  von  o  nach  0  verstreichende  Zeit,  d.  i.  die  halbe  Schwin- 

T 

gnngsdaucr  — ,  also,  wenn  man  beiderseits  mit  2  multipliciert, 


[ 


o 
Bezeichnet  mau  kürzehalber  durch  Ah  den  Ausdruck 

dx 


Ja:" 


J»  =  I -;.?-==  "^    (16) 


o 
80  erhält  der  Ausdruck  für  T  die  Form 


Es  handelt  sich  demnach  allein  um  die  Berechnung  des  Ausdruckes  (16).   Es 
8«i  zn  diesem  Zwecke  hx  —  x^  durch  X  bezeichnet,  also  X  =  hx  —  a?*,  so  dass 

^X  =  hdx  —  2xdx  und  demgemäß  xdx  =  -^  hdx ^  ^^  ^8*>  somit 

ai^dx  Cx^-^.xdx        1    ,  f  a;"-'      ,  1   f       ,    ^^     /.«n 

^iiD  ist  stets  d  {uv)  =  udv  +  vduy  daher  udv  =  d  {uv)  —  v  .du  und   I   udv  = 

r  ^ 

=  ttr—  I  vdu,  welche  Gleichung  den  Satz  von  der  theilweisen  Integration  aus- 
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Ltet  sind  und  daher  das  Kettenpolygon  ein  in  einer  Vertical- 
ne  gelegenes  Polygon  mit  durchwegs  hohlen  Vieleckswinkeln  ist, 
I  dieser  Fall  soll  in  diesem  Paragraph  behandelt  werden.  Eine 
artige  Kettenlinie  sei  stets  kurzweg  als  „belastete  Eettenlinie" 
;eichnet.  Die  Abscissenachse  sei  stets  horizontal  angenommen, 
1  zur  positiven  Richtung  der  Ordinatenachse  y  sei  stets,  um  die 
sumung  p^  sei  dieselbe  eine  Druck-  oder  Zugspannung,  stets  dem 
solaten  Zahlwerte  nach  in  Rechnung  bringen  zu  können,  im  ersten 
lle  (d.  i.  bei  gestützten  Kettenlinien)  die  Richtung  vertical  nach 
wärts,  im  zweiten  Falle  (bei  hängenden  Kettenlinien)  die  Richtung 
rtical  nach  aufwärts  gewählt. 

Es  sei  Fig.  84  a,  bezw.  b  das  Kettenpolygon  (Seilpolygon)  und 
ig.  84  c  das  zugehörige  Kräftepolygon.    Die  Zeichnung  Fig.  84  a 


Fig.  84. 


a) 


^ieht  sich  auf  den  Fall,  in  welchem  nur  Zugspannungen  stattfinden, 
imnach  die  einzelnen  Glieder  der  Kette  auch  durch  Seile  ersetzbar 
ad  (hängende  Kette),  dagegen  stellt  Fig.  84  b  den  Fall  vor,  in  welchem 
ruckspannungen  in  allen  Gliedern  des  Kettenpolygons  herrschen 
estützte  Kette). 

Nach  den  Gesetzen  des  §  49  müssen,  wenn  Ol,  12,  23,  34  n.  s.w. 
''ig.  84c)  die  Belastungen  qj,  q2. . ,  darstellen  und  oC  und  Cn  zu  den 
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Es  sei  Fig.  85  eine  gemeine  Kettenlinie,  A  deren  Scheitel, 
das  dieser  Eettenlinie  entsprechende  Eräftepolygon  und  C  dessei 
Zur  positiven  Ordinatenachse  sei,  wie  früher,  wenn  die  Kette 
Zug  beansprucht  ist,  die  durch  den  Scheitel  vertical  nach  auf^ 
(bei  einer  Stützlinie  nach  abwärts)  geführte  Achse  und  zur  Absei 
achse  die  in  der  Entfernung  c,   die  als  Parameter  bezeichnet  i 


Fig.  85. 


~F      E 


unterhalb  (bei  einer  StUtzlinie  oberhalb)  des  Scheitels  in  der  E 
der  Kettenlinie  gelegene  horizontale  Achse,  die  man  die  Direc 
der  Kettcnlinie  nennt,  angenommen. 

Da  V=  H  ig  a  ist,  so  ist  auch  nach  (1)  und  (2) 


s  =  ctg  a 


(3) 


Der  Gleichung  (6)  S.  287  zufolge  ist  für  das  hier  gew 
Achsensystem  allgemein  dp  =  Spdy  =  Je.  dy.  Integriert  man 
Gleichung  für  die  Bogenlänge  AM{Y\g,  85),  so  ist,  da  in  A  die  i 
nung  H  =  kc  und  die  Ordinate  y  =  c  ist,  p  —  hc  =  k[if  —  c], 


p  =  lc.y 


(4), 
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»seissenachse  eines  rechtwinkligeD  Achsensystems  fallende  Halb- 

der  Längeneinheit  gleichkommt,  wobei  ferner  ^  die  Fläche  be- 

,  welche  von  der  Hyperbel,  der  eben  erwähnten  Halbachse  und 
rom  Hyperbelmittelpunkte  (Coordinatenanfangspunkte  0)  nach 
^ankte  m  gezogenen  Lieitstrahle  Om  begrenzt  wird),  so  ist  den 
ungen  (9)  zufolge 

y  =  c. cosh  I  -  j  und  s  =  c, sink  I  -  I  .  .  .    (10) 

X 

Setzt  man   in  die  aus  (7)  und  (8)  gefolgerte  Gleichung  e''  = 
—  für  y  und  s  die  Werte  aus  5  und  3,   nämlich  y  =  c  sec  a 
=  dg  a  ein,  so  findet  man 

X  =  c  .log  not  \tg  a  -\-  sec  a\  =  c  .lig\  2+9       C^^) 

Die  resultierende  Spannung  p  und  die  Verticalspannung  V  sind 
jleichungen  (1),  (4),  (9)  und  (2)  entsprechend  ausgedrückt  durch 


P 


-'»=^[ 


e"  +  e 


]  =  ff.  00.^(1) 


(12) 


der  Elevationswinkel  a  ist  der  Fig.  (85)  gemäß  bestimmt  dnrch 


sec 


lang 


" = F = K'"~ '' ") = *'"K?) 

sink  \cj 
cosh  \cj 


FC  c 

e  — e 

sm  a  ^  —  = 

P         —       —  ^ 

c     ,  c 

e  -\-e 


-""■(f) 


(13) 


Der  Krümmungshalbmesser  q  der  Kettenlinie  für  den  Punkf  31 

ifolge  der  zweiten  Gleichung  (4)  S.  264  q  =  -r-^^- —  oder,  da 

tc  cos  CC 

(4)  p  =  ky  ist, 

Q  =  =  y  ,sec  a  =  c  sec?  a  .  .  .     (14) 

^       cos  a       ^  ^     ^ 

Für  a  =  0  ist  ^  =  c,  d.  h.  es  ist  der  Parameter  c  dem  Krüm- 
jshalbmesser  für  den  Scheitel  gleich. 
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(21) 


Iche  Gleichungen  übrigens  nicht  nur  für  den  Fall,  in  welchem  sich  ein 

c  ' 
Her  Wert  von  c  ergibt,  also  y©*  > -A-  ist,  sondern  allgemein  giltig  sind, 

nn  nur,  wie  oben  stets  vorausgesetzt  wurde,  die  abstoßende  Kraft  P  = 
mk*y  dem  Abstände  vom  fixen  Punkte  0  direct  proportional  ist. 
Setzt  man  nun  wiederum  die  durch  die  Gleichungen  (21)  völlig  bestimmte 
adlinige  Bewegung  längs  der  verticalen  y-Achse  mit  einer  gleichförmigen 
•adlinigen  Bewegung  in  horizontaler  Kichtung,  deren  Geschwindigkeit  nicht 
hr  wie  früher  den  bestimmten  Wert  kc  =  yk*yo'  —  c/,  sondern  einen  belie- 
en  positiven  constanten  Wert  c,  hat,  so  dass  x  =  Cx-t  wird,  so  erhält  man 
€  allgemeine  Bewegung,  für  welche  wie  früher  p  =  k*y  ist,  die  jedoch 
ht  mehr  an  die  besondere  Bedingung  der  Proportionalität  der  Geschwindig- 
it  V  und  der  Ordinate  y,  also  an  die  Bedingung  r©  =  kyo  geknüpft  ist. 
r  diese  Bewegung  ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  Co  =  ycx'  +  c/,  cos  (xco)  = 

— ,  sin  (xcc)  =  — ^,  und  dieselbe  erfolgt  nicht  mehr  in  einer  gemeinen  Ketten- 

Co  Co 

X 

ie,  sondern  in  einer  Curve,  die  durch  (21)  bestimmt  ist,  wenn  t  —  —  gesetzt 

Cx 

d,  so  dass  j^  fc    -^ 

Diese  Curve  ist  auch  jene  allgemeine  Form  der  Kettenlinie  (bezw.  Stütz- 
e),  für  welche  die  Belastung  pro  Längeneinheit  der  Horizontal projection,  d.  i. 

*  dP 

der  Ordinate  y  der  Kettenlinie  direct  proportional  ist,  jilso-=— = 

l.y  ist,  wo  q  einen  constanten  Factor  bedeutet,  denn  es  ist  nach  Gleichung  (11) 

^0  und  (14)  S.  292  unter  der  letzten  Voraussetzung  z  =  —  --  =^.y  und 

=  HqfZ  =  qH.y,  was  mit  der  obigen  allgemeinen  Gleichung  p  =  ^'y  überein- 
Dmt;  somit  ist  nur  in  der  Gleichung  (22)  k  =  -[/qU  und  nach  Gleichung  (8), 
!88  c,  =  H,  Cy=  Vo  (wo  Vo  die  Verticalspannung  für  y  =  yo  bedeutet)  zu  setzen. 

Die  Belastungscurve  B  der  gemeinen  Kettenlinie  ist  durch  die 
riebung  (13),  S.  291  bestimmbar.    Da  nun  zufolge  (13),  S.  297  ^  = 

TT  TT 

ist  Y=y ^y  oder,    da    nach   (2)    c  = -,  ,    so    ist    auch 

=  y ^tV'  Wählt  man  demnach    -  derart,  dass  dieser  Quotient 

eichkommt  dem  Quadrate  des  Parameters  c  der  Kettenlinie,  also 
ch  gleich  wird  dem  Quadrate  des  Krümmungshalbmessers  für  den 
heitel,  so  wird  Y=y  —  y  =  0,  d.h.  die  Belastungslinie  ist 
inu  eine  horizontale  Gerade  E'EN {F'ig.Sb)^  und  zwar  identisch 
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mit  der  Directrix  der  gemeinen  Eettenlinie.    Bei  willkttrlieha 

Wahl  von  —  ist  Y=  1  1 p  |  y,  es  sind  also  die  Ordinaten  Y  dei 

Belastungscurven  den  Ordinaten  y  der  Eettenlinie  proportional. 

Die  gemeine  Kettenlinie  ist  nicht  die  einzige  Kettentinie,  der  eine  gende 
horizontale  Belastungslinie  entspricht,  denn  soll  die  horizontale  Abscissenaclia 
die  Belastnngslinie,  also  Y  =  o  sein,  so  muss  zufolge  der  Gleichung  (13)  und  (12) 
S.  291  y  =  Ä  und  daher  nach  (14),  S.  292  |)  =  B.qf,y  —  fc'y  sein,  wo  Ä:  =  ySg^  "^ 
somit  muss  eine  jede  aus  der  Gleichung  p  =  A;'i/  abgeleitete  allgemeine  Cane 
deren  Gleichung  (22)  ist,  eine  solche  Kettenlinie  (Sttitzlinie)  mit  horizontalei 
Belastungslinie  sein.  Es  ist  nur,  wie  gesagt,  k^Y^^r  ^^^  ^^  ^^ 
Cjt  =  Jff,  Cy  =  Vo  —  H  tg  aoj  Vy  =  jpy  =  F  u.  s.  w.  zu  setzen,  so  dass  die  Gleichung 
(22)  die  Form  annimmt: 


y  =  2  I  (y«»  +  ^9  «o  j/— j  e'^  H+[j/o-tgao  l/— J  «    '^  Bj 


(23) 


Legt  man  die  Ordinatenachse  durch  den  Scheitel  dieser  Curve,  dessen  Ordi- 
nate durch  c  bezeichnet  sei,  setzt  also  a©  =  o,  yo  =  c,  c^^=  Vo  =  o,  so  ist 

y  =  ^  I  e     '  ~H-{-e       V  's  \  =  c  cosh 

_  ]m 

,V  =  F=  Ic  j/^[e  '  V^-l.  ,-' n]  =  |c|/£r,,  ^^  (,j/|)  I 

Für  den  besonderen  Fall,  dass  1/—  =  y«,  =  c  ist,  übergeht  diese  Ketten 

linie  in  eine  gemeine  Kettenlinie. 

Bezeichnet  man  durch  Zo  die  zwischen  dem  Scheitel  irgend  einer  Ketten 
linie  K  und  der  entsprechenden  Belastungscurve  B  gelegene  Verticale  und  durch  f 
den  Krümmungshalbmesser  der  Kettenlinie  für  den  Scheitel,   so  ist,   da  für  den 

selben  offenbar  die  Spannung  p  =  H  und  cos  cto  =  -r—  =  1»  also  -j-  =  -r-  »d( 

(IS  et  8  ö  J/ 

8in(d8,dP)  =  l  ist,    nach  Gleichung  (4),    S.  264    und    Gleichung  (11),  S.  29* 

=  QoZo    '      '      '      (25) 

zu  setzen  (siehe  S.  291)  und  demnach  kann  die  Gleichung  der  Kettenlinie  (24) 
wenn  als  horizontale  a:-Achse  die  Belastuugslinie,  also  Zo  =  c  =  yo  angenommei 
wird,  auch  in  folgender  Form  geschrieben  werden: 


M  =  -^-     e^"°'''''  +  e     ^-«»^^ 


Für  die  gemeine  Kettenlinie  ist  yo  =  Qo  =  c. 

Anmerkung.  Die  Gleicligewichtsform  eines  schweren  homogenen,  a' 
zwei  Punkten  aufgehängten  Fadens  wurde  von  Galilei  für  eine  Parabel  gehalten 
Die  Lösung  des  von  Jakob  Bernoulli  (1690)  gestellten  Problems,  die  w«hr 
Form  und  die  Gesetze  dieser  von  ihm  zuerst  „Kettenlinie**  genannten  Curve  i 
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bestimmen,  lieferten  in  den  „Acta  eruditorum  (Lipsiae  1690  und  1691)''  das  be- 
rühmte Brüderpaar  Johann  (geb.  1667,  gest.  1748)  und  Jakob  (geb.  1654,  gest.  1705) 
Bernoulli,  femer  Leibniz  und  Huyghens.  Dass  die  (gemeine)  Kettenlinie 
jene  Form  des  Fadens  ist,  bei  welcher  der  Schwerpunkt  bei  gegebener 
Fadenlänge  die  möglichst  tiefste  Lage  hat,  wurde  auch  schon  von  den 
Gebrüdern  Bernoulli  erkannt. 

§  52.  Die  parabolische  Kettenlinie  und  die  Kettenbrücicenlinie 

und  deren  kinetische  Analogien. 

Ist  die  specifische  Kraft  Sp  (die  Belastung  pro  Längeneinheit) 
nicht,  wie  bei  der  gemeinen  Eettenlinie,  constant,  sondern  variabel, 
80  hängt  die  Form  der  Kettenlinie,  wie  schon  erwähnt  wurde,  wesent- 
lich ab  von  dem  Gesetze,  nach  welchem  sich  Sp  von  Punkt  zu  Punkt 
ändert. 

Ein  sehr  einfacher  Fall  tritt  dann  ein,  wenn  gleichen  Horizontal- 
projeetionen  längs  der  ganzen  Kettenlinie  auch  gleiche  Belastungen 
entsprechen,  also  die  Belastung  P  eines  beliebigen  Bogens  s  (Fig.  87) 


direct  proportional  ist  der  horizontalen  Projection  dieses  Bogens. 
Wird  der  Bogen  s  vom  Scheitel  der  Kettenlinie  aus  gerechnet  und 
die  durch  den  Scheitel  in  der  Ebene  der  Kettenlinie  geführte  hori- 
zontale und  verticale  Achse  zur  x-^  beziehungsweise  y-Achse  eines  ortho- 
gonalen Achsensystems  gewählt,  so  ist  die  horizontale  Projection  des 
beliebigen  Bogens  s  die  Abscisse  x  des  Endpunktes  31  dieses  Bogens, 
daher  wegen  der  vorausgesetzten  directen  Proportionalität  von  x  und  F 


P  =  K.x,  dP  =  K.dx    (1) 


Finger,  Elemente  der  reinen  ITecbanik.   2.  Aufl. 


20 
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"wofem  die  a^  Achse  horizontal  ist.    Nun  ist  p^f^p^  also  f=  —  und,  wie  früher, 

Pf 

——=  C08  a  =:  — ,  also  ds  =  -^.  dx.   somit  -3—  =  K  -{ —tt-P^^   und  da  p*  = 

ds  p  H        ^  dx  PfH   ^  ^ 

=  fl»  +  F»  ist,  auch  ^  =  jr+-^+    *• 


.F'. 


dx  ^      Pf     ^   PfB. 

Bezeichnet  man  kürzehalber  durch  So  und  U  die  constanten  Werte: 


80  ist 


dP^ 
dx 


K+^,U=-?^    ...    (6) 
Pf  9' 

y»  _  s>  u+  v 


Identificiert  man  nun  die  durch  diese  Gleichung  (7)  bedingte  Kettenlinie 
mit  der  Zeitwegcurve  einer  geradlinigen  Bewegung,  welche  mit  der  Geschwindig- 
keit V  und  der  Beschleunigung  p  längs  der  verticalen  y- Achse  vor  sich  geht,  so 
hat  man  nur,  wenn  t  die  Zeit  und  s  den  Weg  bezeichnet,  den  Gleichungen  (10), 

dP 
S.29Ö  gemäß  einzusetzen:  -^—  =  jff.p,  V=  H.v  =  H.tg  a,  x  =  t  und  y  =  8.   Die 

Gleichung  (7)  erlangt  dadurch  die  Form 


So    .    H    . 


.    (8) 


=  -^-~  und  a  =  -j^  ySoU 


Diese  Gleichung  stimmt  nun  überein  mit  der  Grundgleichung  (1),  S.  160,  jener 

geradlinigen  Bewegung,  für  welche  nämlich  p  =  — g  — -^ —  vorausgesetzt  wurde, 

.  ga*       So        ,       g        H      .       c* 

wofem  man  —  ^-^  =  -^==  und  — v  =  -ff>   also  — 

c*        H  c^        ü  g 

annimmt.    Es  werden  demgemäß  nach  Einsetzung  dieser  Werte  die  aus  dieser 

Grundgleichung  auf  S.  160  bis  162  abgeleiteten  Gleichungen  (2),  (4),  (5)  und  (7) 

y 
auch  für  die  gesuchte  Kettenlinie  volle  Giltigkeit  haben,  wofern  v  =  <^  «  =  -— ., 

xz 

also  für  den  beliebig  in  der  Kettenlinie  (Zeitwegcurve)  angenommenen  Anfangs- 

^9  TT  1 

pnnkt  0  To-=  tg  «0,   ferner  s  —  y,  t  =  x^  —  =  — ^  und  a  =  ^  "^So  U  gesetzt 

g  tL  J± 

wird.    Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  folgenden  vier  Beziehungen: 


!/  = 


U  ,          ,  USo-^H^gao'        U  ,  ,        ÜSo+V» 

log  nat jf-^-jrTTT-  =  2H  ^^  rrc.lil  ii^ 


2H 


USo  +  v 


USo  +  H^  tg'  cto 


F*  ^  Hng'a^  {USo  +  H'  tg'  cto)  e 


u  ^ 


-  USo 


V=Htga  =  -yuSo' 


H  tg  cto 

_yu^^o 


+  i9 


Wi') 


(9) 


\m<V%') 


y=  —  jf'log  fiat 


Kr-Hi/fO+^d/f')] 


wofern,  da  für  t  =  o  auch  8  =  0  und  v  =  vo  ist,  für  x  =  0  auch  »/  =  0  und  a  =  cto 
angenommen  wird.    Der  Coefficieut  -„-  hat  nach  (6)  die  Bedeutung  von  - -. 
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^.  Bphärischen  Winkel  aOa  =  y  =  qi  gleich  ist.  Ebenso  liegen  6  und  ß 
in  einem  zweiten  Parallelkreise  hßV,  dessen  Ebene  gleichfalls  auf 
dffln  Durchmesser  OcO'  senkrecht  steht,  und  es  ist  auch  hier  der 

Fig.  95. 
O 

/      J  "^ 


Mittelpunktswinkel  bBß  dieses  Parallelkreises  dem  Winkel  hOß^ 
i  i.  dem  Winkel  d  =  q}  gleich.  (Für  den  besonderen  Fall,  dass  die 
Ebenen  der  größten  Kreise  aa  und  bß  identisch  sind,  übergehen 
offenbar  die  Parallelkreise  in  einen  Äquatorialkreis,  dessen  Pol  0  ist.) 

Dadurch  ist  nun  nachgewiesen,  dass  es  möglich  ist,  durch  eine 
einfache  Drehung  um  die  durch  den  fixen  Punkt  c  gehende  Achse 
OcO\  d.  i.  um  die  Durchschnittslinie  der  beiden  SjTnmetrieebenen, 
die  den  Punkten  a  und  a  einerseits  und  den  Punkten  b  und  ß  anderer- 
seits zugehören,  und  zwar  durch  eine  Drehung  um  den  Drehungs- 
winkel 9,  bei  welcher  Rotation  a,  bezw.  b  den  Bogen  aa,  bezw.  bß 
des  betreffenden  Parallelkreises  (Fig.  95)  beschreibt,  die  Punkte  a 
und  b  und  daher  auch  alle  anderen  Punkte  des  starren  Körpers  aus 
ihrer  Anfangslage  in  ihre  nach  Verlauf  des  Zeitintervalls  r  statt- 
findende wirkliche  Schlusslage  zu  überführen.  (Sollten  die  Anfangs- 
und  Schlusslage  bei  einem  der  beiden  Punkte  a  und  b  dieselben  sein, 
so  geht  die  Rotationsachse  0  0'  offenbar  durch  diesen  Punkt,  so  dass 
dann  dieser  Punkt  mit  0  oder  0'  identisch  ist.) 

Wenn  nun  aber  auch  bei  der  wirklichen  Bewegung  einerseits 
und  bei  der  Rotation  um  die  Achse  0  c  0'  andererseits  die  Anfangs- 
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diesen  Pol  C  mit  den  einzelnen  Eckpunkten  0123  .,  .  des  den  Kräften 
PiPbPs  '  '  entsprechenden  Kräftepolygons  durch  die  Polstrahlen  0  C, 
IC,  ^C,  5C  .  .  .  zu  verbinden;  hierauf  führe  man  irgend  eine  beliebige 
Parallele  Ol  zum  ersten  Polstrahle  OC  und  verlängere  dieselbe  bis znm 
Durchschnitte  /  mit  der  Wirkungslinie  der  ersten  Kraft  Pi  (die  An- 
ordnung der  Kräfte  ist  hiebei  ganz  willkürlich),  von  /  hierauf  znm 
Strahle   IC  eine  Parallele  ///  bis   zum   Durchschnitte  II  mit  der 


Fig.  115. 


\\\ 


BT 


Richtungslinie  der  zweiten  Kraft  Po^  von  II  zum  folgenden  Stnihle 
;^6'  die  Parallele  II III  u.  s.  w. 

Dadurch  erhält  man  das  Seilpolygon  0  I II III . . .,  dessen  Knoten- 
punkte 1 II III .  .  .  sind.  Die  Kräfte  Pj  Po  P^  kann  man  von  ihren  An- 
grift'spunkten  AjAjA:}  versetzen  nach  den  entsprechenden  Knoten- 
punkten III III  und  kann  dieselben  dann  mit  Hilfe  der  entsprechenden 
Kräftedreiecke  zerlegen  in  ihre  Componenten,  und  zwar  Pj  mittels  des 
Kräftedreieckes  OCl  in  die  Componenten  OC  und  Cl  (siehe  Fig.  H^ 
und  IH)),  P2  mittels  des  Kräftedreieckes  1C2  m  die  Componenten  if 
und  C~2^  P3  in  5 6' und  CS  u.  s.w.,  welche  Componenten,  deren  Zahl  2w 
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b)  Man  führe  zunächst  durch  den  Momentenpol  0  die  mit  der  Momenten- 
i>asis  H  gleichgerichtete  Achse  Ou.  Nun  ziehe  man  von  dem  Angriffspunkte  Ä 
ier  Kraft  P  ^  AB  (Fig.  119)  die  mit  der  Momentenbasis  H  gleiche  und  gleich- 
gerichtete Strecke  AC,  verbinde  B  mit  C  und  führe  vom  Momentencentrum  0 
eine  Parallele  zu  BC  bis  zum  Durchschnittspunkte  a  mit  der  Richtungslinie  AB 
der  Kraft  Die  diesen  Pnnkt  a  auf  die  Achse  Ou  orthogonal  projicierende  Ge- 
rade ea  =  h  ist  dann  das  auf  die  Basis  H  reducierte  Moment  der  Kraft  P.  Der 
Beweis  hierfür  ist,  nachdem  der  Angriffspunkt  A  der  Kraft  P  nach  a  verlegt 
worden  ist,  wodurch  das  Kräftedreieck  ABC  in  die  frühere  Lage  ahc  gelangt, 
^enan  so  wie  bei  a)  zu  führen. 

Da  das  Moment  der  Kraft  P  dem  Momente  der  ihrer  Richtung  und  Größe 
lach  gegebenen  Componente  ac  =  H,  und  zwar  auch  dem  Zeichen  nach 
gleich  ist,  so  ist  sofort  ersichtlich,  dass  das  dem  Kraftarme  h  der  Kraft  H 
gleiche  reducierte  Moment  ea  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
la  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  der  Achse  Ou  gelegen  ist. 

Sind  also  mehrere  Kräfte  AiBi,  AtB»,  AaBs,  A4B4  (Fig.  120)  auf  dieselbe, 
ier  Größe  und  Richtung  nach  gegebene  Basis  H  zu  reducieren  und  die  reducierte 
algebraische  Momentensumme  zu  bilden,  so  hat  man  auf  die  frühere  Art  die 
Ordinaten  ejoi  =  hi,  etat  =  hty  €303  =  ha,  uca  =  hi  zu  bestimmen  und  dieselben 
zu  summieren,  wobei,  wenn  man  in  Fig.  120  jede  Drehung  im  entgegengesetzten 
Sinne  des  Uhrzeigers  positiv  in  Rechnung  bringt,  die  auf  der  oberen  Seite  der 
Achse  Ou  gelegenen  Grdinaten  hi  und  hs  positiv,  die  auf  der  andern  Seite  gele- 
genen ha  und  hi  negativ  in  Rechnung  kommen. 

Sollte  bei  der  hier  (unter  6)  besprochenen  Construction  eine  der  gegebenen 
Kräfte,  z.  B.  AiBi  (Fig.  120)  zur  Momentenbasis  parallel  gerichtet  sein,  so  ist 


Fig.  120. 
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^ie  früher  an  den  Angriffspunkt  Ai  die  Strecke  Aid  —  H  anzufügen  und  der 
-Angriffspunkt  Ai  mit  0  zu  verbinden,  ferner  durch  Bi  eine  Parallele  zu  OAi 
^»3  zum  Durchschnitte  ai  mit  der  Geraden  0  d  zu  ziehen,  indem  die  algebraische 
^'omentensumme  der  beiden  gleichgerichteten,  beziehungsweise  entgegengesetzten 
Komponenten  AiCi  =  H  und  dBi  der  Kraft  AiBi  durch  das  Product  aus  H 


Statik  des  starren  Körpers. 


Fig.  129  &. 


ilgemeinen     berech-  f^«-  ^^  *• 

len    kann.     So    ist, 
wenn  z.  B.  die  Rich- 
tnngslinien  (also  auch 
die  vorläufig  beliebig 
in    denselben    ange- 
nommenen    Richtun- 
gen) der  n-Componen- 
ten,    sonach  2n  der 
oberwähnten   Größen 
gegeben  sind,  noch  die 
Kenntnis  von  3n  — 
—  3  —  2n  =  n  —  3 
Größen     der    Kräfte 
nothwendig.  Sollten  sich  bei 
der  Lösung  gewisse  Werte 
der  Kräfte  P  negativ  erge- 
ben, so  ist  dies  offenbar  ein 
Zeichen,  dass  die  betreffen- 
den Kräfte  eine  der  vorläu- 
fig angenonmienen  Richtung 
entgegengesetzte     Richtung 
haben.    Für  n  =  3  ist  n  —  3 
=  0,  so  dass  bei  der  Zerle- 
gung   einer   Kraft    in    drei 
Componenten  im  allgemeinen 
die  Kenntnis  der  drei  Rich- 
tungslinien der  Componenten 
hinreicht. 

Doch  selbst  in  diesem 
Falle  ist  die  Aufgabe  eine 
unbestimmte,  wenn  die  an- 
genommenen drei  Richtungs- 
linien UJU2U3  sich  in  dem- 
selben Punkte  schneiden,  in 
welchem  Falle  offenbar  die- 
ser Punkt  auch  ein  Punkt 
der  Richtungslinie  u  der 
Kraft  B  sein  muss,  oder  aber, 
wenn  die  angenommenen  drei  Richtungslinien  UiUou^  zu  einander, 
daher  auch  zur  Richtung  von  R  parallel  sind;  denn  man  kann  dann 
die  eine  Componente,  z.  B.  P3  ganz  willkürlich  wählen  und  R  nach 
einer  der  bisher  behandelten  Methoden  in  P3  und  eine  zweite  Kraft 


Fig.  129  c. 
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Ute  Punkt  E  rar  Zeit  f  =  0  besitzt,  an  gerechneten  Weg  des- 
)en,  d.  L  den  Drehnngswinkel  9  ^^art  E^E.  ansehen. 

Der  DmcL,  der  im  Rnheznstande  des  Körper?  anf  die  fixen 
[ikte  O  nnd  ff  [wofern  nnr  zwei  solche  fixe  Pankte  t Zapfen^  an- 
lommen  werden]  stattfindet,  nnd  der  als  statischer  Drnck  be* 
chnet  sei.  ergibt  sich  sofort  ans  der  obigen  Dednction.  Bezeichnet 
in  die  x-  nnd  y-Componente  desselben  f&r  den  Pnnkt  i\  bezw.  0' 
rch  X*  Ti,  bezw.  X0'  IV.  so  ist  (siehe  Fig.  IST"! 


X,= 


r,= 


a  a 


X..=  -A  = 


d   ~  d 


r^=  —  ^  = 


16 


id  aaßerdem  wirkt  längs  der  Botationsachse  die  Kraft  B,  =  ^Z. 

Um  im  Falle  des  Gleichgewichtes  den  Einfluss  einer  einzelnen  Kraft  P 
ig.  138),  die  im  beliebigen  Pnnkte  M  des  Körpers  angreift,  auf  die  fixen 
mkte  0  und  C  der  fixen  ^- Achse,  mit  anderen  Worten,  um  den  von  dieser 
nift  P  herrührenden  Druck  auf  die  beiden  Zapfen  0  und  0'  zu  ermitteln,  kann 
an  folgendermassen  vorgehen:  Man  zer- 
ge  die  Kraft  P  in  der  auf  S.  70  aus- 
nandergesetzten  und  in  Fig.  138  veran- 
haulichten  Weise  in  die  beiden  Compo- 
enten  Z  und  T,  von  welchen  die  erstere 
ir  Rotationsachse  parallel,  die  letztere 
»gegen  zu  dieser  normal  ist,  so  dass 
'==  Pcos  (zP)  und  T  =  Psin  {z  P)  = 
=VZ'-f-  r*  ist.  N  sei  jener  Punkt  der 
otationsachse,  in  welchem  die  durch 
f  zur  Rotationsachse  senkrecht  gelegte 
bene  E  diese  Achse  schneidet.  Fügt 
an  zu  den  beiden  Componenten  Z  und 

der  in  Betracht  gezogenen  Kraft  P 
'^ei  Paare  von  zu  Z,  bezw.  T  parallelen 
Pgenkräften,  die  sämmtlich  auf  den  Punkt 

einwirken,  nämlich  Z'  und  (—  Z)  und 

Und   ( —  T)    hinzu ,    so    wird ,    wofern 

=  Z,  T'  =^  T  angenommen  wird,  an 
''   Wirkung    des    Kräftesystems    nichts 

Mert,  da  sich  Z'  und  (~  Z)  und  ebenso  T'  und  (—  T)  im  Punkte  .Y 
»  Gleichgewicht  halten.  Es  ist  sonach  die  Kraft  P  äquivalent  dem  Kräfte- 
tem,  das  aus  den  Kräften  Z\  T'  und  aus  den  beiden  Kräftepaaren  (Z,  —  Z) 
^  {T,  —  T)  besteht.  Die  Kraft  Z'  erzeugt  einen  Druck  in  der  Richtung  der 
tationsachse,  und  es  resultiert  aus  den  den  einzelnen  Kräften  P  entsprechenden 
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mittlere  Dichtigkeit  und  dementsprechend  auch  die  Masse  unserer  Erde,  der  Saune, 
der  Planeten  u.  s.  w.  zu  bestimmen  im  Stande  ist 

Es  sei  Tta  die  in  absolutem  Maße  ausgedrückte  Mafizahl  jener  Kraft,  mit 
welcher  zwei  materielle  Punkte,  deren  Entfernung  der  Lingeneinheit,  d.  i. 
1  Centimeter  (bezw.  1  Meter)  gleich  ist,  und  deren  Massen  der  absoluten  Masses- 
einheit  Ma  von  je  einem  Gramm  (beziehungsweise  Kilogramm)  gleichkommei, 
gegen  einander  gravitieren.  Dem  Newton*schen  Gravitationsgesetze  zufolge  (aiefae 
8.  223  und  224)  ist  dann  die  Anziehung  P«  zweier  Massen  m«  und  in«'  (die 
Indices  a  sollen  hier  und  späterhin  andeuten,  dass  die  entsprechenden  MaAzahki 
sich  auf  das  absolute  Maßsystem  beziehen),  deren  Entfernung  r  ist,  durch 

a  —  Ta        ~^         •   •    •      ^a^ 

und  die  dadurch  hervorgerufene  Beschleunigung  der  Masse  nt«  durch  p  =  —  =3 

/  fPIs 

=  —-.— -  bestimmt.    Bedeutet  nun  ma  die  Masse  der  als  kugelförmig  vonuis- 

gesetzten  Erde,  r  den  Radius  derselben  und  G  die  Beschleunigung  der  absoluten 
Schwere  (siehe  S.  192),  so  ist  p  =  G  und,  wenn  /Ha  die  mittlere  Dichtigkeit  nnd 

V  das  Volumen  der  Erde  ist,  nach  (1)  ma=/iia.V=/Lta,-ö'^^i  demnach  (r  = 
=  p  =  _■  nfiaT.Tta  und  fia==  -r—, .    Ist  dcmeutsprechcnd  n^  bekannt,  so  liuet 

ö  471"     TTof 

sich  aus  der  bekannten  Beschleunigung  G  der  Erdschwere  und  dem  Erdiuüb- 
messer  r  die  mittlere  Dichtigkeit  fia  der  Erde  annähernd  aus  der  letzten  Fonnel 
berechnen. 

Würde  man,  um  einen  genaueren  Wert  von  fia  zu  erhalten,  auf  die  Ab- 
plattung (Ellipticität)  der  sphäroidischen  Erde  und  auf  die  Rotation  derselben 
Rücksicht  nehmen,  so  mUsste  man  nach  der  Gl  air  au  tischen  Formel,  in  deren 
Deduction  (die  etwa  aus  „W.  Thomson  und  P.  G.  Tait:  Handbuch  der  theore- 
tischen Physik,  übersetzt  von  H.  Holmhol tz  und  G.  Wertheim,  I.  Bd.,  H.Theil, 
Braunschweig  1874,  S.  352"  zu  entnehmen  ist)  hier  nicht  eingegangen  werden 
kann, 

i*otzen,  wo  g  die  thatsUchliche  Beschleunigung  des  freien  Falles  (Beschleunigung 
der  relativen  Schwere)  an  einem  Orte  von  der  geographischen  Breite  y,  wo 
ferner,  wenn  a  den  Äquatorradins  und  h  den  (kleineren)  polaren  Radius  der  Erde 

bezeichnen,  i  die  Abplattung  (Ellipticität)  f  = und  r  den  mittleren  Radius 

/>  i+y27--t' 

der  Krde,  d.  i.  r  =  .  Ion  nat       -   ,.    .^=7-,  wo  schließlich  a  das  Aer- 

2V2f  — «»  1— y2f  — <* 

hältnis  der  Centrituj?albeschleuni«?ung  rw*  (wenn  %c  die  Winkelgeschwindigkeit 

der  Erddrehun^r   ist)    zur   absohiten   Beschleunigung   G  der  Schwere   bedeutet. 

Die  Gleichung  (h)  enthält  das  von  Clairaut  (Gl.  Theorie  de  la  figure  de  la  terre, 

Paris  1743)  aufgestellte  Theorem,  demzufolge  der  Überschuss  der  BeschleuniguDg 

der  Schwere  G  am  Pule  I  d.  i.  g  für  y  =  '-  L  nämlich  der  Überschuss  der  Gröue 
Über  die  Schwerebeschleunigung  am  Äquator  (für  ^  =  0),  d.  l  über 
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senkrechte  Tangente  CD  von  der  halben  Länge  -^  des  Polygonal- 
zuges, zieht  DO,  führt  femer  BE\\y  und  ES\x,  so  ist  Ä  derge- 
suchte  Schwerpunkt,  denn  es  verhält  sich  dann  in  der  That  OS:0C= 


=  SE:CD  = 


r  L 

2  '2 


=  L'.  L. 


^x 


Das  Gesagte  findet  offenbar  auch  Anwendung  auf  einen  Kreis- 
bogen AB,  dessen  Mitte  C  ist  (Fig.  145).  Es  ist  der  Schwerpunkts 
zunächst  gelegen  in  dem  den  Centriwinkel  AOB  halbierenden  Ea- 
dius  OC.  Wird  nun  die  Strecke  CD  in  der  Richtung  der  dem 
Punkte  G  zugehörigen  Tangente  dem  rectificierten  halben  Kreisbogen 

CB  =  -^  L  an  Größe  gleich  gemacht,  D  mit  0  verbunden,  und  ^e 

früher  BE\\OC,  ES  ±0C  geführt,  so  ist  durch  diese  Construction 
der  Schwerpunkt  S  des  Kreisbogens  bestimmt.  Bezeichnet  man  die 
Hälfte  des  Centriwinkels  AOB  durch  a,  so  ist  die  Sehne  L'  =  2r  sin a 
und  L  =  2ra,  daher 

ÖÄ  =  r=r.^;  =  r/"'-^     ...     (6) 

Demnach  ist  das  Schwerpunktsmoment  L  .Y  des  Kreis- 
bogens L  gleich  dem  Producte  aus   dem  Radius  r  und  der 

Sehne  L\ 

Anmerkung  3.  Die  Gleichung  (6)  lässt  auch  die  geometrische  Bedeutung 
des  dem  Verhältnisse  OSiOC  gleichen,  in  der  mathematiscfien  Analysis  häufig 
benützten  Verhältnisses  {sin « : «)  erkennen.  Je  kleiner  a  angenommen  wird, 
desto  näher  rückt  der  Schwerpunkt  S  des  liogens  A  CB  an  C,  so  dass  der  Grenz- 
wert dieses  Verhältnisses  (sin  «  :  «)  Eins  ist. 

Zu  derselben  Gleichung  (G)  würde  man  auch  gelangen,  wenn 

man  von  der  Gleichung  (3)  LY=\yds  ausgehen  würde;  denn  es 
ist  (siehe  Fig.  145)  y  =  rcos(p  und  ds  =  r ,dq>,  ferner  Z  =  2fß, 

somit  2r  a  .Y=\r^  ,cos(pdq)  =  r-  .2sina,  somit  F=r. . 

J  —a  a 
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diesen  Punkten  durch  eine  horizontale  Ebene  nnterst&tzten  schwem 
homogenen  materiellen  Dreiecks  (den  etwa  von  einem  jeden  von  dm 
Trägem  einer  homogenen  dreieckförmigen  Platte  anBznhaltenden  Droct 
beetimmen,  einander  gleich. 

Da  der  Pnnkt  S  ofTenbar  zugleich  der  Mittelpunkt  der  drei  Enfte 
QiQsQa  ist,  so  ist,  wenn  XYZ,  hezvf.  Xjifiej,  hezw.  xijfiSi,  beiw. 
xgt/sZn  die  Coordinaten  des  Punktes  S,  bezw.  Ai,  -bezw.  Äs,  bezv, 
A3  sind,  nach  dem  Momentensatze  fttr  parallele  Eräfle  (siebe  ä.  448) 

QX^QiX,  ^Q^zs+Q3X3=-^Q[x,  +  Xi+X!,]  u.  s.  w., 
daher 

X  =  ^'  +  ^i^  +  ^s    Y  ^   tfi  +ys  +  ya    2  ^  e,  +  Bi  +  jj    _j, 

d.  h.  es  ist  eine  jede  der  Schwerpunktscoordinaten  das  arith- 
metische Mittel  ans  den  entsprechenden  Coordinaten  der 
Eckpunkte  des  Dreiecks  —  analog  dem  gleichlautenden  Satie 
für  die  Schwerpunktscoordinaten  einer  Geraden  oder  eines  Parayeln- 
gramms. 

Der  Schwerpunkt  S  eines  Trapezes  KL3IN  (Fig.  14ii 
ist  zunächst,  aus  denselben  Grtlnden  wie  beim  Dreiecke,  nath  dem 
Satze  (c)  oder  (d)  (S.  470  und  471)  in  der  Geraden  OP  gelegen,  welche 
die  Mittelpunkte  0  und  P  der  beiden  parallelen  Trapezseiten  LK 
und  MN  verbindet,  da  OP  alle  zu  LK  parallelen  Sehneu  halbiert 


Sind  nun  S,  und  .S'^  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  /..V.\ 
und  XKL,  in  welche  das  Trapez  durch  irgend  eine  Diagonale  L^ 

getheilt  wird,  ist  also  Ä,L=  "  J'Z.  und  OSs=  OK,  so  isl  nach 
S  78  c  ( S.  470)  auch  in  Si  S-j  der  Schwerpunkt  des  Trapezes  gelegcü. 
daher  ist  der  Durehschnittspunkt  .V  von  SiS:;  mit  Ol'  der  gesuchte 
Schwerpunkt. 

Wühlt  mau  die  Mittellinie  O  V  zur  j/Achse  und  OK  zur  j-Äcbse 
eines  im  allgemeinen  schiefwinkeligen  Coordinatensystems  und  sind 


490  Capitel  Vm.  I 

Der  Schwerponkt  S  eines  Trapezoida  ASCD  (Fig.  148) 
ließe  sich  conatructiv  oftenbar  derart  beBtimmen,  daas  nuui  dnrch  die  ba 
Pnnkte  E  sich  nnter  den  Neigungswinkel  a  Bcfaneidenden  Diagooaln 
AC  and  BD,  deren  Mittelpunkte  G  und  F  seien,  das  Viereck  in  Dm- 
ecke  zerlegt,  femer  zunächst  die  Schwerpunkte  Sj,  bezw.  Sg  der  Drei- 
ecke CBD,  bezw.  ABD  und  dadurch  die  Sehwerlinie  Sj  Sg  beetimi^  j 


hierauf  die  Schwerpunkte  Ss  und  St  der  Dreiecke  ACD  und  äCS 
Bucht  und  den  Darchgcbnittspunkt  <S  der  Schwerlinien  iSi5«  nnd^i^ 
bestimmt,  welcher  der  gesuchte  Schwerpunkt  ist.  Da  nun  in  dem  Dr» 
ecke  FCA  sowohl  FS,=  }  FC  als  auch  FSg  =  ~  FA  ist,  soiS 
Si  Ss  11  CA  und  daher,  wenn  H  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden 
Ä'i  Sg  und  B  D  ist,  -„  '~.^.  ^  ,>  p  ■    ^^  femer  der  Schwerpunkt  5  d« 

Mittelpunkt  der  in  Si  und  ä^  wirkend  gedachten,  den  Flächen  fi  nnd  f; 
der  Dreiecke  CDS  und  ADB  proportionalen  parallelen  Schwerkräftt 

ist,  80  ist  '  /  =  Y  -  Da  aber  die  Dreiecke  fs  und  fi  dieselbe  Basis 
DB  haben,  sieh  daher  so  verhalten  wie  die  von  A  und  C'aBfdi« 
Basis  gefällten  Höhen  E  A  sin  a  und  CE  sin  a,  also  auch  wie  Ei 

und  CE,  so  ist  -c-c~^^,f  ^='-,,-T^^  daher  auch  -s',,-  ^■..  'ü  "^"^ 

O  O?  /j  Ojb  ö  Og  iiiä 

SiH=SSc.  Es  kann  also  in  der  Schwerlinie  S/Sj,  die  dnrch  te 
Diagonale  BD  m  U  geschnitten  wird,  ohne  die  zweite  Schwerliffle 
Si  S4  constmieren  zu  mlissen,  die  Lage  Ton  S  sofort  bestimiDt  werdet, 
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gegellgesetzter  Richtung  auf  S2S2  abschneidet,  also  S/«  5^  =  5;  ff 
macht.  Hat  man  auf  diese  Weise  außer  den  Schwerpunkten  Si,  Sj, 
Sa^  84^  S5  der  aufeinander  folgenden  Dreiecke  /j,  /i,  /i,  /i,  /i  . . . 
auch  die  Schwerpunkte  Sj^^  823,  Ss4^  S45  .  .  .  der  aus  je  zwei  auf 
einander  folgenden  Dreiecken  gebildeten  Vierecke  //o,  /05,  /i<,  (4^.., 
bestimmt,  so  führt  folgende  Erwägung  rasch  zur  einfachsten  Art  der 
Bestimmung  des  Schwerpunktes  S.  Der  Schwerpunkt  Si2s  des  ans 
den  Dreiecken  //^/i  gebildeten  Fünfecks  fj23  muss  einerseits,  dt 
dasselbe  aus  dem  Vierecke  fi2  mit  dem  Schwerpunkte  Sj2  und  aiu 
dem  Dreiecke  /i  mit  dem  Schwerpunkte  83  besteht,  in  der  Gera- 
den 81283  gelegen  sein,  anderseits  muss  aus  analogen  Gründen,  di 
fi23  aus  dem  Dreiecke  fi  und  dem  Vierecke  f23  besteht,  auch  SjSa 
eine  Schwerlinie  sein,  und  es  ist  demnach  der  Schwerpunkt  5;^^  der 
Durchschnittspunkt  der  Geraden  812  83  und  82  823.  Auf  ähnUche  Art 
ergibt  sich  hierauf  der  Schwerpunkt  82234  des  aus  den  Dreiecken 
fjfsfsfi  gebildeten  Sechsecks  f2234  als  der  Durchschnittspunkt  der 
Geraden  8223  84  und  822  834^  hierauf  82234s  als  Durchschnitt  von 
82234  85  mit  8223  845  u.  s.  w.  Der  letzte  der  auf  diese  Weise  b^ 
stimmten  Durchschnittspunkte  ist  der  gesuchte  Schwerpunkt  S  des 
Polygons.  Das  hier  Gesagte  gilt  auch  dann,  wenn  einzelne  der 
Dreiecke  (2(2(3  -  -  ^  ganz  oder  theilweise  außerhalb  des  Polygon» 
gelegen  sind. 

Um  die  orthogonalen  Coordinaten  XY  des  Schwerpunktes 
eines  ebenen  Polygons  von  n  Seiten,  dessen  Fläche  F  sei,  ra 

berechnen,  wenn  die  orthogonalen  Co- 
ordinaten {xiyi)^  i^ays),  .  .  .  (^nyrt)  der 
unmittelbar  aufeinander  folgenden  Eck- 
punkte Äj  Ao ,  .  ,  An  (Fig.  149)  des  Poly- 
gons gegeben  sind,  denke  man  sich  den 
beliebig  gewählten  Coordinatenanfangs- 
punkt  0  mit  diesen  Eckpunkten  ver- 
bunden, wodurch  man,  wie  früher,  die 
Dreiecke  OAiAo^  OAoA:j^  .  .  .  OAuAi 
erhielte,  deren  Flächeninhalte  /;  (2  -  -  -U 
und  deren  Schwerpunkte  i^j-t^i),  (^ •? ';4»)  •  •  •  (>«^«)  seien.  Zufolge 
der  Gleichung  (2)  ist 


(<^ 


^    fl 

ty- 

•r  m 

1            *       * 

1      1  n'^n 

L. 

/■; 

-1-  f. 

i      •   • 

.  +  /;; " " 

^       fi^ 

f//  +  f-jr^i 

1 

-r  •  • 

•    1    /«^i< 

fl 

+  n 

■i    •  • 

.  +  f„" 

Ist  0.4 .4' (Fig.  150)  eines  dieser  Dreiecke  /"und  ist  h  dessen  Höhe, 
ferner  0Ä  =  r,  0Ä=  r\  (xr)  =  cp  und  {xr)  ^=  q>\  so  ist  offenbar 
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=  rh  =  rr  sin  (qp' —  y)  =  [r  cos  q> .  rsin  q>' —  r  sin  q> ,  r  cos  gp'], 

f=  -9  {^y  —  y^l    und   sonach   fi=^  (xjyg  —  yix^),   (2  = 

j  (Xoy3  —  y2Xs\   .  .  .,  fn  =  12  {xnyi  —  VnX]).     Substituiert   man 

e  Werte  und  die  Werte  für  die  Coordi- 
n  der  Dreiecksschwerpunkte,  die  der 

ehung  (4)  zufolge  §/  = ^ — --  = 


Fig.  150. 


^1  +Xo 

3 

X9 


_o  +  yj  +  ys  _y2  +  y2 
,  ^i  —         3         —      3     , 

xs  y2  +  y3_  t  _ 

j    •    •    •  )  Sn 


5    ^2 


^W 


3       '    '"  3 

^^±-^,  r^,  =  y^L+lL  sind,  in  die Glei- 

Igen  (7),    so   sind  X   und  Y  durch   die  Coordinaten   der  Eck- 
ite   des  Polygons  ausgedrückt.     Der  Einfachheit   halber  wähle 
auch  hier  als  Anfangspunkt  0  etwa  den  Eckpunkt  Aj^  so  dass 
=  yj  =  0  wird. 

Die  hier  aufgestellten  Formeln  sind  ganz  allgemein  giltig,  denn 

en  auch  bei  der  Bestimmung  von  2^=  /;  +  /i  +  .  .  .  +  /"n  einzelne 

den  Dreiecksflächen  fif2  -  -  -  U  negativ  zu  rechnen  sein  (wie 

/o  in  Fig.  149),  so  ersieht  man  sofort,  dass  in  diesem  Falle  (9' — gp) 

itiv,  also  auch  der  entsprechende  Wert  von  /"=  -^  {xy —  yx)  von 

>i  negativ  wird,  sowie  auch  übereinstimmend  im  entsprechenden 
manden  des  Zählers  in  (7)  das  Schwerpunktsmoment  von  f  sub- 
iert  werden,  also  f  negativ  in  Rechnung  kommen  muss. 

Übrigens  lassen  sich  die  Coordinaten  X,  Y  des  Schwerpunktes  des  Polygons 
lilfe  der  Gleichungen  (7)  auch  derart  bestimmen,  dass  man  ein  beliebiges 
ensystem,  dessen  Coordinaten winkel  {x,  y)  =  a  sei,  zugrunde  legt  und  jene 
Bze  fr  ins  Auge  fasst,  die  von  den  Ordinaten  yr  und  yr  +  i  zweier  auf  ein- 
•  folgender  Eckpunkte  Ar  und  Är  +  i  (deren  Abscissen  Xr  und  av  +  i  sind) 
^olygons,  ferner  von  der  Abscissenachse  und  der  entsprechenden  Polygon- 

Är  Ar+i  eingeschlossen  werden.  ,Die  Coordinaten  (|r,  Vr)  der  Schwer- 
te dieser  Trapeze  fr  sind  nach  Gleichung  (6),  wenn  daselbst  aus  einleuchten- 
Triinden  c  =  Xr  +  i  —  Xn  A  =  y^  a  —  yr  +  i,  lemer  ^  =  $r  —  ocr  und  rj  =  rjr 
zt  wird, 


1        OCr  {2yr  +  yr  +  \)  +  Xr  +  l    Q/r  +  ^yr  +  l) 

3* 


yr  +  yr+\ 


3'  yr  +  yr  +  \ 


lVr  =  -^ 


1 


r  =  -^  sin  a  (xr+i  —  Xr)  (yr  +  yr  + 1),   SO   dass  mittels  dieser  letzten  drei 

düngen,  wenn  in  denselben  der  Reihe  nach  r  =  1,  2,  3, .  .  .  n  und  Xn  +  i  =  xij 
=  yt  gesetzt  wird,  die  Schwerpunktscoordinaten  X  und  Y  aus  den  Glei- 
:en  (7)  berechnet  werden  können. 
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§  82.    Schwerpunkte  ebener  Flächen,  die  ganz  oder  zum  Theil 

von  Curven  begrenzt  sind. 

Der  Schwerpunkt  S  eines  Kreissectors  (Kreisaasschnittes^ 
OBCA  (Fig.  151),  der  einem  Kreise  vom  Radius  R  angehört,  fiep 
in  dem  den  Centri winkel  (AOB)  =  2a  halbierenden  Radius  0 C,  di 
dieser  eine  Symmetrieachse  darstellt.  Wird  nun  der  Centriwinkel  2c 
in  n  gleiche  Theile  getheilt,  so  wird  dadurch  auch  der  Kreigaiu- 
schnitt  OBCA  in  n  congruente  elementare  Sectoren  getheilt,  welche, 
wenn  n  ungemein  gi'oß  angenommen  wird,  als  Dreiecke  betrachtet 
werden   können,   deren  n  Schwerpunkte   in  je  einem  der  die  de- 

2«  2 

mentaren  Winkel  —  halbierenden  Radien,   in  dem  Abstände  -^B 

n  2 

von  0,  somit  in  einem  Bogen  a  c  6,  dessen  Radius  r  =  -^  JR  ist,  und 

zwar  in  durchwegs  gleichen  Abständen  sich  befinden.  Nach  S.470 
muss  daher  der  Schwerpunkt  S  des  homogenen  materiellen  Kreis- 
sectors übereinstimmen  mit  dem  Mittelpunkte  der  in  den  erwähntes 
Schwerpunkten   wirksam  gedachten  n  gleichen  Schwerkräfte, 


da  n  unendlich  groß  angenommen  werden  kann,  mit  dem  Schwer- 
punkte des  homogenen  materiellen  Bogens  ach,  den  man  nach  Art 
der  Fig.  145  bestimmen  kann.     Man  hat  daher,  um  S  auf  construc- 

tivem  Wege  zu  finden,  zunächst  den  Radius  R  =  OÄin  drei  gleiche 

2  

Theile  zu  theilen,  mit  dem  Radius  r  =  ,3-  R  =  Oa  einen  Kreisboj^^en 

ach  (Fig.  151)  zu  beschreiben,  in  der  Mitte  c  desselben  cdJLfOzu 
fuhren,  cd  dem  rectificierten  halben  Kreisbogen  ca  gleichzumachen, 
die   Gerade    OdD   zu    ziehen   (zu   der  man  ersichtlicherweise  auch 
einfacher  gelangt,  wenn  man  >vie  in  Fig.  145  CD  JlCO  und  C D=^ 
=  arc  CA  construiert),  ferner  ae  \\  OC  und  e S  J,  OC  zn  ftlhren. 
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Ist  demnach  wie  auf  S.  484  L'  =  chord  AB,  L  =  arcACB,  V  = 

2  2 

chord  ah  =  -^  L*  und  l  =  arc  ach  =  -^  L   und    Y  die  gesuchte 

»tanz  des  Schwerpunktes  S  vom  Ejreismittelpunkte,   so  ist  nach 
jichung  (6),  S.  484,  F=r.-y-  =  -^ü.-=r^  oder 

T=^B?^    ...    (1) 

Da  JB die  Ordinate  des  Schwerpunktes  des  Kreisbogens  BCA  ist, 

kann  man  der  letzten  Gleichung  gemäß  auch  so  vorgehen,  dass  man  nach 
r  Regel  des  §  80  den  Schwerpunkt  dieses  Kreisbogens  bestimmt  und  die  £nt- 
unng  desselben  vom  Kreismittelpunkte  0  in  drei  gleiche  Theile  theilt.  Der 
m  Kreisbogen  nächste  Theilungspunkt  S  ist  der  Schwerpunkt  des  Kreis- 
etors OB  CA. 

Tt  4 

Ftlr  einen  Halbkreis  ist  a  =  — ,  sin  er  =  1,  also  Y  =  5 —  JB  = 

J  oft 

14  n  \    1— 

.  —  B  =  0-4244  B,  für  einen  Quadranten  a  =  — ,  sin  a  =  -^y2, 

=  -^ —  B  =  0-6002  iZ,  für  einen  Sextanten  a  =  tt,  sina  =  ^,  da- 

2  7 

5r  (wie  bei  der  halben  Kreisperipherie)  r=— iJ=  —  i?  =  0*6366  B 

8.  w. 

Der  Schwerpunkt  a  eines  Kreissegments  (Kreisabschnitts) 
CBEÄ  (Fig.  151)  ist  ebenfalls  in  der  Symmetrieachse  OC  gelegen, 
od  zwar  lässt  sich  derselbe  aus  der  früher  bestimmten  Lage  des  Schwer- 
unktes  S  des  entsprechenden  Kreissectors  F  und  aus  der  bekannten 
age  des  Schwerpunktes  s  des  das  Kreissegment  g>  zum  Sector  F  ergän- 
inden  Dreiecks  OAB^  dessen  Fläche  /"und  dessen  Höhe  ÖJB durch  H 
32eichnet  sei,  folgendermaßen  bestimmen:  Zufolge  der  ersten  Glei- 
lung  (2),  S.  485,  ist,  wie  sich  sofort  ergibt,  wenn  man  etwa  aO 
ir  Abscissenachse   und    a   zum   Anfangspunkte   wählt,    F ,  a  S  = 

'(p,0'\-f,as  =  f,aSy  und  da  F  =  JB .  -^,  f=B,h  ist  (wo  h  die 

)m  Mittelpunkte  E  der  Sehne  AB  auf  einen  der  Endradien,  z.  B. 

if  0J5  geführte  Normale  Eg  bedeutet),  so  ist  ^.aS  =  h.as,  also 

L 

Sias  ^  h:-^.     Schneidet  man  daher  auf  den  zu  CO  senkrechten 

eraden  Se  und  sa  von  den  Schwerpunkten  S  und  s  aus  die  Strecken 

/=  Eg  =  h  und  sG  =  CD  =  -^  ab  und  verlängert  die  die  Punkte 

und  J  verbindende  Gerade  bis  zum  Durchschnitte  a  mit  OC^  so 
;  a  der  letzten  Proportion  zufolge  der  gesuchte  Schwerpunkt  des 
reisabschnittes  ACBEA. 
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Behufs  der  Berechnung  von  Od  =  r]  ist  bloß  zu  beachten,  dasi 
(wenn  man,  wie  bisher,  die  griechischen  Buchstaben  fttr  das  Segment, 
die  großen  lateinischen  für  den  Sector  und  die  kleinen  lateinischen 

2      L 

für  das  Ergänzungsdreieck  in  Anwendung  bringt)  Y=OS  =  -^B,-j^ 

femer  y  =  Ö7=-|-  0J5  =  |-  fl^  und  F=R.^,  f=H.^  ist, 

demnach  lässt  sich,  da  nach  Gleichung  (2),  S.  485,   FY=fy  +  <f.r^ 

FY fv        1!      R^ H^ 

ist,  7)  = — --  =   o-  . setzen,  und  da  B^  —  -ff*  = 

(p  o  (p 

r  L^y 

=  OB^  —  OE^  =  BE^  =l-^i  ist,  so  lässt  sich  f]  berechnen  ans 

der  Gleichung 

1     V^ 
■''  =  T2'"^   •   •   •   (2) 

Nun  ist  fernerhin  L'  =2  B  sin  a  und  w  =  F  —  f=J{,--^ 

L'  1 

—  H,-^  =  B^  a  —  B^  sin  a  cos  a  =-^  B^(2  a  —  $in  2  a),  so  dassanch 

4  sin  (X 

7]  =  -^  B .  -^ -. — ö —   •   •   •   (3) 

'         6  2  a  —  stn2  a  ^  ^ 

TV  4 

ist.    Für  einen  Halbkreis  ist  a  =  -^,  demnach  wie  früher  r  =  ^r—  J?. 

J  'OTT 

Anmerkung  1.  Die  Ordinate  H  des  Schwerpunktes  2r  (Abstand  vom 
Kreiscentrum  0)  einer  von  zwei  parallelen  Kreissehnen  ÄoBo  und  AB  und  der 
Kreisperipherie  eingeschlossenen  Fläche  *,  die  als  DiflPerenz  zweier  Kreis- 
segmente (fo  und  (f  {(po  ">  <f)j  deren  Schwerpunkte  ao  und  a  sind,  und  denen 
die  Mittelpunktwinkel  2«o   und  2«   entsprechen,   betrachtet   werden   kann,  i>t 

offenbar  zu  berechnen  aus  ^.11=  (foTfO  —  (f  tj.   Da  nun  nach  (2)  <f  i?  =  -r^i'*= 

2  2 

=  -    7^*  sin^  et  und  (po  r]o  =  -^   B^  sin^  ao  ist,  und  da  ferner  ^  =  (fo  —  (f  = 

=  -  -  B^  (2  «0  —  sin  2  «o)  —    -  B^  (2  «  —  sin  2  a)  ist,  so  ist  H  durch  B,  a  und  c« 

leicht  auszudrücken.  Nimmt  man  den  Kreismittelpunkt  0  zum  Anfangi«i)unkte 
und  OC  (Fig.  151)  zur  o^-Achse  eines  rechtwinkligen  Achsensystems  an  und  be- 
zeichnet durch  xy  die  Coordinaten  des  Punktest  und  durch  a-oyo  jene  des  Punkte!» 
Ao^  so  das»  X  =  B  cos  «,  ij  =  B  sin  a  =  Vi^'  —  ^r*,  Xo  =  B  cos  ao,  yo  =  B  »in  n«  = 

y  B^  —  Xo^^  «  =  arc  cos      ,   «o  =  arc  cos  -„ 

den  zuletzt  gefundeneu  Wert  von  ^  jene  Fläche  bestimmt,  die  bekanntlich  auch 

findi't 
und  es  ist  demgemäß  stets  das  letzte  Integral  bestimmt  durch  die  Differenz 


—  VJ^^  —  0^/,  «  =  arc  cos  '  ,  «o  =  arc  cos  -^  ist,  so  ist  durch  die  Einsetzung  in 

J\  JX 

den  zuletzt  gefundeneu  Wert  von  ^  jene  Fläche  bestimmt,  die  bekanntlic 

J.r  rx     

2  y  dx  =  1  2  "VB^  —  x^  dx   ihren    Ausdruck 
Xo  J  Xo 


*  =     22*  arc  cos  ^^  —  Xu  V Ü*  —  xo'  \  —  \  B'  arc  cos  -^ x  Vü»  —  j*  l 
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Fig.  153. 


Anmerkung  2.  Zu  demselben  Resultate  wtlrde  man  leicht  auch  auf 
anderem  Wege  gelangen,  indem  man  den  Ringsector  in  ungemein  schmale  cos* 
centrische,  als  materielle  Kreisbögen  anzusehende  Ringflächen  dF^2raJr 
thcilt,  femer  in  der  zweiten  Gleichung  (3),  S.  486,  für  ij  den  Wert  ans  der  Glei- 
chung (6),  S.  484,  substituiert  und  zwischen  den  Grenzen  r  und  B  integriert,  oder 
indem  man  den  Ringsector  durch  Radien  in  ungemein  schmale  Trapeze  theOt 
und  von  den  Gleichungen  (3)  und  (5)  §  81  Anwendung  macht  u.  s.  w. 

Der  Schwerpunkt  S  einer  ebenen  Fläche  KLK'L\  die 
von  einer  Curve,   zwei  Ordinaten  KL  und  KL'  (von  welchen 

auch  eine  oder  beide  Null 
werden  können),  deren  zn- 
gehörige  Abscissen  a  onda' 
seien,  und  von  der  Ab- 
scissenachse  begrenzt  ist 
(Fig.  153),  lässt  sich  folgen- 
derweise bestimmen: 

Zerlegt  man  die  Fläche 
durch  die  Ordinaten  y  der 
aufeinander  folgenden  Punkte 
der  Curve  in  unendlich  schmale 
parallelogrammartige  Flächen  MM'NN^  dF^  deren  Basis  dx  und 
deren  Höhe  h  ist,   so  ist  (siehe  Fig.  153),  wenn  a  den  Coordinaten 

Winkel  bedeutet,         j  tj      i     j  j 

a  F  =  h  ,  dx  =  y  sm  a  .  ax 

Diese  ungemein  schmalen  materiellen  Fläch enelcmente  dF  kann 
man  als  homogene  materielle  gerade  Linien  von  der  Länge  My=y  an 
sehen,  und  es  sind  demnach  die  Schwerpunktscoordinaten  ^rj  derselben 

gegeben  durcli  ^=-  x\rj  -  ;; .   Die  Coordinaten  XY  des  Schwerpunktes 

müssen  der  Gleichung  (3),  8.  4b6,  genUgen  und  es  ist  daher 

JF  Cd  ra 

^dF  =\x  ,y  sin  a  .  dx  =  sin  a  .  l  :i' t/  d:i' 
•^  a  Ja 

FY  =- 1 1]  dF  =\^^  .y  sin  a  .  dx  ^  -^  sin  a  .ly-d 


X 


a 


a 


(Ol 


rF         ra  ra 

F  =\dF  =\y  sin  a  .  dx  =  sin  a  Aydx 

J  J  u  J  a 

Durch  Division  der  ersten,  beziehungsweise  zweiten  Gleichung 
durch  die  letzte  ergeben  sich  demnach  die  gesuchten  Schwerpunkts- 
coordinaten X  und  3". 

Die  in  den  Gleichungen  (5)  vorkommenden  drei  bestimmten 
Integrale  sind,  wenn  die  Gleichung  der  Grenzcurve  KK'  —  etwa  iß 
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wohnlichen  Form  y  =  f(x)  —  als  gegeben  vorausgesetzt  wird, 
Einsetzung  des  Wertes  von  y  in  jedem  besonderen  Falle  vor 
isführung  dieser  Divisionen  zu  berechnen, 
st  der  Schwerpunkt  einer  Fläche  t\  die  von  zwei  Curven 
nd  Ä''B'\  deren  laufende  Ordinaten  durch  y'  und  y"  bezeichnet 
''ig.  154),  und  von  zwei  zur  beliebig  gewählten  Ordinaten- 
y  parallelen  Geraden  Ä'A"  und  B'B"  begrenzt  ist  — 
ler  Schwerpunkt  einer  von  einer  beliebigen  ebenen 
lossenen  Curve,  deren  auf  ein  im  allgemeinen  schiefwink- 
chsensystem  xy  bezogene  Gleichung  gegeben  ist,  begrenzten 
&  F  —  zu  bestimmen,  so  kann  man  diese  Aufgabe  leicht  auf 
Ihere  zurückführen.  Man  hat  nur  im  letzteren  —  besonders 
^en  —  Falle  an  die  Curve  zwei  zur  y-Achse  parallele  Tan- 

zu  führen,  welche  die  Fläche  F  einschließen,  wodurch, 
Ä'  und  B'  die  Berührungspunkte  sind,  die  Curve  in  die 
"heile  AM'B'  und    A'M'B'  getheilt   wird,    so    zwai',    dass 

Fig.   154  Ä'  mit  A'  und   B'  mit  B"  zusammenfällt.    Wenn 


Fig.  154. 


Lchse  die  Fläche  F  nicht  durchschneidet  und  etwa  der  Curve 
B"  näher  liegt,  und  wenn  Ä  und  B  die  in  der  a;- Achse 
len  Fußpunkte  der  Grenzordinaten  sind,  so  sind  dann  die 
aF=^Ä'"^irB'  und  F"  =  ^lBB'~A:'  Theile  der  Fläche 
iBB'A  und  F'  und  F"  haben  die  in  Fig.  153  und  in  den 
Ingen  (5)  vorausgesetzte  Eigenschaft.  Sind  nun  XF,  X'T", 
lie  Coordinaten  der  Schwerpunkte  der  Flächen  JP,  F'\  F\  so 
5he  Gleichung  2,   S.  485)   F'  X'==FX  +  F"  X"  und  F'  Y'  = 

+  F  1  ,  also  X  =  — p~_Z~p"  ~~  ^^^  ^=  — ir\^p'"~- 
man  in  diese  beiden  letzten  Gleichungen  für  die  Glieder  der 
Zähler  und  Nenner  die  Werte  aus  (5)  ein,  so  ergibt  sich,  wo- 
an  die  innerhalb  der  Fläche  F  gelegene,  zur  y-Achse  parallele 
M"M'=y — y\  welche  der  Abscisse  x  zugehört,  durch  u 
e  Abscissen  der  Punkte  A  und  B  durch  a  und  i  bezeichnet, 

32» 
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X  = 


rb  rb  rb  rb 

Xxydx  —  ixy'dx        \^(y' — y")dx        \xudx 

Ja  Ja  Ja Ja 

~b  Tb  ~7b  rb 

ydx  —  Xy'dx  Uy  —  y")dx  \tidx 

a  Ja  Ja  Ja 


r=« 


rh  rb 

1   J  a  Ja 


1  ir  - 


y"')dx 


2     rb  rb 

\y'dx  —  \y'dx 

Ja  Ja 


•/  a 


dx 


Dieselben  Gleichungen  bestehen  auch,  wenn  die  AbscissenachEe 
die  Fläche  F  durchschneidet. 

Um  diese  Gleichungen  auf  einen  besonderen  Fall  in  Anwendung 
zu  bringen,  werde  der  Schwerpunkt  s  der  von  einem  Parabelbogen 
äOÄ  und  einer  beliebigen  Sehne  AÄ'  eingeschlossenen  Fläcbc 
eines  Parabelsegments  (Fig.  155)  ermittelt. 


>-»r 


Ist  C  der  Scheitel,  Cu  die  Achse  und  LL'  die  Leitlinie  der 
entsprechenden  Parabel,  so  ist  bekanntlich  die  durch  den  Mittel- 
punkt B  von  A  A'  zur  Parabelachse  Cu  geführte  Parallele  Ox,  welche 
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ie  Parabel  in  0  schneidet,  ein  zur  Sehne  A  A'  conjugierter  Diameter, 
iCT  alle  zu  AA'  parallelen  Parabelsehnen  halbiert  und  die  durch  0 
u  AÄ  geführte  Parallele  Oy,  die  gegen  die  Parabelachse  unter 
lern  Winkel  a  geneigt  ist,  ist  eine  Tangente  der  Parabel. 

Wählt  man  Ox  und  Oy  zu  den  Achsen  eines  im  allgemeinen 
tchiefwinkligen  Coordinatensystems,  dessen  Coordinatenwinkel  a  ist  (so 
lass,  wenn  die  Sehne  AÄ  senkrecht  zur  Parabelachse  angenommen 

rird,  0  mit  C  identisch  und  «  =  ö^  wird),  so  ist  die  Pai'abelgleichung 

f  =  Fx,,.  (7) 

0  (siehe  S.  199)  P  die  vierfache  Entfernung  d  des  Punktes  0  von 

p 

er  Leitlinie  bedeutet,  also  P=4.02)  =  4d,   daher  d  =  -r  und, 

p  ^ 

renn  F der  Brennpunkt  der  Parabel  ist,  OF=d=  —  und  arcDE  = 

=  arc  EF  ist  (siehe  Fig.  155  und  S.  199). 


Es  sei  die  halbe  gegebene  Sehne  BA  =  b  und  OJB  =  a,  sonach 

er  Gleichung  (7)  gemäß 

bs^Pa  ,  _  (8) 

Ist    außer   Ox   und  Oy   auch  a   und   6,    daher   auch    P  =  — 

egeben,  so  lässt  sich  den  obigen  Andeutungen  entsprechend  die 
eitlinie  LL'  und  der  Brennpunkt  F  leicht  bestimmen,  also  die 
arabel  construieren. 

Um  zunächst  den  Schwerpunkt  der  Fläche  OBA^  bezw.  OBA 
i  finden,  hat  man  von  den  Gleichungen  (5),  (7)  und  (8)  Anwendung 
i   machen.    Demgemäß  ist 

b_ 

/«      _     i-  a"         2 

FX  =  sin  a  .    x  ,^P  ,x^dx  =  sin  a  .VP  .  -r-  =  —  a^h  sin  a 

J  1         o 


1         r*  1  a-       l 

FY  =  -rsin  a  \  Pxdx  =  -^rsin  a  P.  -^  =  —ab^  sin  a 
*J  J  l  z         4 


o 


(9) 


F  =  sin  a  .  I  VP.  x'  dx  =  sin  a  .  VP  .  -^  =  ^  ^ &  sin  a 

O  2 

Die  letzte  Gleichung  lehrt,  dass  die  Fläche  F  des  halben  Parabel- 

2  r 
igments  OAB^  bezw.  OA'B  gleich  ist  -^  1  und  jene  des  Dreiecks 

1^  ^ 

A  H  gleich  -^  j  der  Fläche  a  h  sin  a  des  Parallelogramms  OB  AU, 

3ZW.  OBÄH\  dass   daher  auch   die   Fläche   des  Parabelsegments 
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Ellipse  den  zu  diesen  Sehnen  parallelen  Durchmesser  2B  und  den  zu  denselben 
iuglerten  Diameter  2Ä  und  wähle  diese  beiden  Diameter,  wie  in  Fig.  68 
225)  als  Achsen  eines  (im  allgemeinen  schiefwinkligen)  Achsensystems,  dessen 
rdinatenwinkel  {x,  y)  sei.    Es  ist  dann  für  jeden  Punkt  der  Ellipse 

■^+|i-  =  i. y  =  -|v^'-«'  •••  («) 

Sind  demnach  a  und  a  die  zu  den  Endpunkten  der  Sehnen  2&und  25'  zu- 
ürigen  Abscissen,  so  ist  h  = -j-  VA'  —  a»,  6'  =  -j-  VA'  —  a',  also  wenn  durch 

Qd  a  die  Winkel  a  =  arc  cos  -y,  a  =  arc  cos  -j-  bezeichnet  werden 


a=  A cos a,  &  =  J5 sin a 
a  =  A  cos  «',  b'  =  B  sin 


„'1  (^) 


Bedeutet  nun  JP  die  von  der  Abscissenachse,  den  Ordinaten  b  und  b'  und 
Ellipse  begrenzte  Fläche,  und  sind  X  und  Y  die  Coordinaten  des  Schwer- 
ktes  dieser  Fläche,  so  ist,  wie  aus  (5),  («),  (ß)  und  aus  dem  Integral  *  der 
nerkung  1  sich  ergibt. 


F=  sin  (x,y) ,  \ydx  =  sin  (x, y)  -z  1  "^A*  —  oc^  .dx  = 

Ja  Ja 

sin  {x,  y) .  -j  I  (A*  arc  cos-j  —  a  yj.'— a')— (J.*  arc  cos  ^ —«'  V-^.'— o'^  1 
=  -^  sin  (oj,  y) .  -4  J5  [(a  —  sin  «  cos  «)  —  («'  —  sin  a  cos  «')] 


)M 


Da  femer  die  Differentiation   der   ersten  Gleichung  (a)  zu  der  Relation 

A^ 
=  —  ^  y  dy  führt,  so  ist  nach  (5) 


FX  =  sin  (x^y).  \y.xdx  =  —  sin  {Xy  y)  ,-^  I 


.6' 

y*dy  = 
h 


(^) 


\  A'  1 

y2(ix  =  —  sin  {x, y) .  j  j,-  {A'  '-x^)dx  = 

a  "  *^  a 

=  y  -^  sin  (x,  y)  I  ^'  (a'  —  a)  -  y  (a'«»  —  a*)  J 

Durch  Division  der  beiden  letzten  Gleichungen  {S)  durch  (>)  ergibt  sich 
rt  X  und  Y.    Derselbe  Wert  von  X 


X=-^A 


sin^  «  —  sm*  «' 


3       2«  —  2  «'  —  {sin  2  «  —  sm  2  «') 


TT     ...     (0 


bemerkenswerter  Weise  bloß  von  .1,  a  und  a'  abhänp^ig  ist  (so  dass  derselbe 
alle  Ellipsen  von  gleichem  Diameter  2A  und  für  gleiche  Abscissen  a  und  a' 
jelbe  bleibt,  mag  auch  der  zweite  Diameter  2B  welcher  immer  sein),  muss 
ii  offenbar  zukommen  dem  (siehe  S.  502)  in  der  a;- Achse  gelegenen  Schwer- 
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punkte  der  anfangs  erwähnten,  von  den  Sehnen  2b  und  2b'  und  von  der  Ellipse 
begrenzten  Fläche,  deren  Flächeninhalt  dem  Doppelten  des  Ausdruckes  (/)  gleich- 
kommt. 

Für  das  von  der  Sehne  2b  und  der  Ellipse  eingeschlossene  Segment  k 
a  =  -4,  b'  —  0,  daher  zufolge  (/^)  «'  =  o  zu  setzen,  also  ist  in  diesem  Falle 

Ad  arc  cos  — -  --  ab 
A 

welche  mit  (3)  übereinstimmende  Formel,  wie  früher,  lehrt,  dass  bei  gegebenem 
a  und  A  die  Schwerpunktslage  von  dem  conjugierten  Diameter  2B 
vollkommen  unabhängig  ist,  dass  also,  wenn  der  Diameter  2A  mit  einer 
Achse  der  Ellipse  übereinstimmt  und  demnach  die  Sehne  25  auf  2A  senkrecht 
steht,  der  Schwerpunkt  des  Ellipsensegments,  mag  die  zweite  Achse  2B  welche 
immer  sein,  derselbe  ist  wie  der  Schwerpunkt  des  Segments  jenes  concentrischen 
Kreises,  dessen  Kadius  R  =  A  ist,  wenn  nur  die  Ellipsensehne  2  b  mit  der  Krei^ 
sehne  in  eine  Gerade  fällt. 

Der  Flächeninhalt  F  eines  der  vier  Sectoren,  die  von  den  Coordinaten- 
achsen   und   der  Ellipse   begrenzt   werden,    ergibt    sich   aus  (>'),  wenn  a  =  ü. 

b  =  B,   a  =  Ay   6'  =  0,   also   «  =  —  und  «'  =  o  gesetzt  wird;  es  ist  folglkli 

1 
F  =  -T-ABn,8in  (a:,  y)  und  der  Flächeninhalt  der  ganzen  Ellipse  ist  ABn.sin ii,v . 
4 

d.  h.  derselbe  ist  im  Verhältnisse  n :  4  kleiner  als  das  über  den  Diametern  2A 
und  2B  als  den  Mittellinien  construierte  Parallelogramm.  Für  den  Schwerpunkt 
des    ersterwähnten   von    den   Radien   A,   B  und   der   Ellipse    eingeschlosseüen 

Sectors  ist  femer  nach  ((T)  FX  =  ^A*Bsin  (x,y),  FY  =^  AB' sin{x.,y\ii\>o 

4  4 

X=  ^—.A  und  y  =  -     .B;  es  liegt  somit  dieser  Schwerpunkt  in  einer  Diagonale 

öTT  OTT 

des   letzterwähnten   der    Ellipse   umschriebenen    Parallelogramms   im   Abstandt 

^  D  vom  Ellipsencentrum,    wenn   durch   2D   die    Länge  dieser  Diagonale  be 

zeichnet  wird. 

Für  die  von  der  Ellipse  und  dem  beliebigen  Diameter  2B  begrenzte  Fläche 

«VW* 

ist  (siehe  S.  471)  Y  =  o  und  nach  (>;),  wenn  a  =  o^  b  =  B,  «  =  -^  gesetzt  wird 

4 
X=  ^  J.;  es  ist  sonach  die  Lage  dieses  Schwerpunktes  nur  von  der  Län«re  de' 

O  TT 

zu  2B  conjugierten  Diamcters  2ä  abhängig. 

Ist  die  Gleichung  der  Curve  KK'  (Fig.  153)  nicht  bekannt  oder 
bietet  die  Ausführung  der  in  den  Gleichungen  (5)  und  (ü)  angedeuteten 
Integrationen  Schwierigkeiten,  so  lässt  sich  die  uäherungsweise 
Sehwerpunktsbestimmung  für  die  ebene  Fläche  F  der  Fig.  li^-'» 
und  154  mit  Zuhilfenahme  der  Simpson'schen  Regel  vornehmen, 
indem  die  bestimmten  Integrale  der  Gleichungen  (5)  und  (6)  naherunj,^- 
weise  mit  Hilfe  dieser  Regel  bestimmt  werden. 

Es  wird  zu  diesem  Zwecke  die  Gerade  LL'=H  =  a — a  in 
Fig.  153,  bezw.  Ä  B  =^  H  =-  h  —  a  in  Fig.  154,  die,  wenn  (was  weist 
der  Fall  ist)  das  Achsensystem  xy  ein  rechtwinkliges  ist,   die  Höhe 
der  Fläche  F  ist,  in  eine  gerade  Anzahl  gleicher  Theile  getheilt,  also 
in  2n  Theile,   wo  n  irgend  eine   positive  ganze  Zahl  bedeutet;  ist 
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//  einer  dieser  als  bekannt  anzusehenden  Theile  bezeichnet, 


ig.  153 


/)  = 


2  h 


~P-  . . .  (in 


uf  diese  Weise  erhaltenen  Theilungspunkte,  deren  Abscissen 
lach  durch  xoXjXo ,  .  .  xo^  bezeichnet  seien,  so  dass  Xo  = 
a  -}-  Ä,  X2  =  a-\-  2A,  .  .  .  a;o„  =  a  =  a  +  2nh  ist,  führe 
3le  Ordinaten  zu  KL  und  K'L\  die  entsprechend  durch 
?/P„  bezeichnet  seien  {yo  =  6,  ysn  =  V),  Sind  diese  Or- 
jtimmt  (etwa  aus  der  möglichst  genauen  Zeichnung  der 
itnommen),  so  lassen  sich  die  Schwerpunktscoordinaten  XY 
ngen  (5)  und  der  Simpson'schen  Regel  gemäß  näherungs- 
mmen  aus  den  Gleichungen 


JX2n 
xy  dx 


"^j^'syii  +  . . .  +  4^p 

CX2n 

sin a  .  \y^ dx 

^  Xo 


sina  .  -^  \_Xoyo  +  ^Xi 


+ 


(12) 


yi  4-  2a:oyo-t- 
sin  a  .  ^  [yo^  -f  4yr  -f-  2y/ 

. . .  H-  22/o^,_2  +  4f//„_i  +  yof] 

in  a\ydx  =  s%na,    -  [?/.;  -f  4?//  +  2i/o  +  4t/^/  + 
2?/4  -f  .  .  .  -f-  2;/o„_2  +  4yo„_i  +  yo„] 

die   beiden   ersten  dieser  Gleichungen   durch   die  letzte 


^t  man  der  Einfachheit  halber  den  Anfangspunkt  0  des 
jms  in  den  Punkt  i,  was  ja  freisteht,  so  ist  a  ==  o^  daher 
=  l  .  /^,  Xo  =  2  .  A,  .  .  .,  xo,^  ==  2n  ,  h,  so  dass  die  erste 
mgen  (12)  die  einfache  Form  annimmt 


a .-  [l  .0  .yo  +  4  A  .yi  -r  2  ,2yo  +  A,3ys  + 
.  ?/^  -r  .  .  .  +  4  .  (2n— 1)  yon-i  -f  1  .  2w  .  t/o„] 


(13) 


1er  Klammern  sind  mit  Ausnahme  des  ersten  und  letzten 
1  ersten  Factoren  abwechselnd  4  und  2  und  die  zweiten 
ie  aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen  0123  ...  2n. 

e  größerer  Wert  für  die  ganze  Zahl  n  angenommen  wird, 
:enauerer  Weil;  ergibt  sich  durch  die  schließliche  Division 
mgen  (12)  für  die  Schwerpunktscoordinaten  X  und  Y. 


506  Capitel  VIII. 

Für  die  praktischen  Anwendnngen  genügt  es  häufig,  wenndii 
Curve  KK'  einen  halbwegs  regelmäßigen  Verlauf  hat,  n  =  I,  oda 
wenn  man  genauer  rechnen  will,  n  =  2  anzunehmen.   Es  ist  dann  da 

Gleichungen  (12)  und  (13)  gemäß  für  n  =  1   zu  setzen  h  =  -^m 

X  =  h    ^  •  Q  y^  +  ^  '  ^  •  y^  +  ^  •  ^  -  yg  ^  ^        2y;  +  ys 

yo  +  4t/7  '^y2  *  yö  +  4^7  +  yo  \ 

Y  =^\_  y^^  +  4y/  -4-  y/  ^ 

und  für  n  =  2  ist  7i  =  -j-  und 

4 

Y  =  A    l>0»y<>  +  4.1.yj  +  2.2.y;g  +  4.3.ff3  +  1.4.^4 ^ 

yö  +  4yj  +  2y^  +  4y5  +  y^ 

^^        yi  +  yg  +  3yg  +  y^ ,^ 

*  yo  +  4yj  H-  2y^  +  Ay^  +  y^ 

7=1  y^'  +  ^y^'  +  ^y^'  +  ^y^'  +  y^' 

2  '     yo  +  4yj  +  2yo  +  Aya  +  y^ 

Einen  genaueren  Wert  fiir  die  Coordinaten  X  und  Y  des  Schwerpunl 
der  Fläche  F  erhält  man,  wenn  man  die  gegebene  Curve  KK'  in  lauter 
artige,  bald  kürzere,  bald  längere  Theile  /i  7«  .  .  .  Z^  ?•»  + 1  .  .  .  /»  theilt, 
deren  jedem  man  annehmen  darf,  dass  derselbe  sehr  annähernd  in  se 
ganzen  Ausdehnung  als  Bogen  irgend  einer  Parabel  angesehen  werden  k 
deren  Achse  zur  y- Achse  parallel  ist  (mag  auch  der  Scheitel  und  der  Param 
der  entsprechenden  Parabel  von  einem  Theile  zum  andern  sich  ändern).  ; 
nun  Xm^  t/m  die  Coordinaten  des  Anfangspunktes  und  ocm  +  x,  t/w  +  i  jene 
Endpunktes  irgend  eines  solchen  Bogcns  /,„,  und  ist  durch  r/m^^'  die  Ordi 
jenes  Punktes  dieses  Bogens  bezeichnet,  dessen  Abscisse  Xm^^^  das  arithmeti 

Mittel  von  Xm  und  Xm  +  \  ist,  also  o:!«"^''  =  -'"^^^^ ',  so  lehrt  eine  einfache 
^^ening  aus  den  Gleichungen  (9),  S.  501  und  (6)  auf  8.  490,  dass,  wenn  ?;»,  die  I 
renz  >;,.  =  *^"-~t^"* "" '  —  ih^'^  bedeutet,  folgende  Gleichungen  Giltigkeit  ha; 

Li 


1 


MI    =    »I 


F  =  l  sin  u  V  [(;.r„.  +  i  —  Xm)  (ym  +  4  i/l'^  "*"  '^  +  2/»»  + 1 )] 


b         „,  =  1 

i*  A  =       ,    Stna  ^  1{X„,  +  1   —  X»t)    (Xm  ym  +  4  Xm  ym  -\-  Xm -k- \     Pm  +  l)J 

0  V«     -  1 

FY  =       sin  (c  2: [{x,„  +  I  —  x,„)  (?/L  +  4  {ym'^^'Y  -ryL-^\  —  -  J]V)] 

Durch  Division  der  ])eidon  letzten  Gleichungen  durch  die  erste  lassen 
die  Coordinaten  X  und  Y  des  Schwerpunktes  mit  großer  Annähening  berech 

Ist  mit  Zuhilfenahme   der   Simpson'sclien   Regel   die  Lage 
Schwerpunktes  >S'  der  Fläche  Ä'A"B"B'  der  Fig.  154  zu  bestimi 
mag  diese  Fläche  F  von  zwei  Curven  und  zwei  parallelen  Ordin 
oder  von  einer  Curve  und  einer  Geraden  (z.  B.  bei  der  Ennitf 
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Der  Schwerpunkts  der  Mantelfläche  einer  senkrechte! 
Pyramide  oder  jener  der  Mantelfläche  eines  geraden  Kegelt 
liegt  in  der  den  Schwerpunkt  s  der  Basisperipherie  mit  der  SpitieO 
der  Pyramide  (des  Kegels)  verbindenden  Achse  Os,  und  zwar  in  der 

Entfernung    .1  Os  von  s.    Denn  nimmt  man  die  Theilung  wie  firüte 

vor,    so   kann   man   abermals   die    einzelnen   ringförmigen   Flaches- 
demente,   da  zufolge  der  Voraussetzung  alle  Seitenflächen  gegen  die 
Grundfläche  gleich  geneigt  sind  und  daher  gleichen  Ulngenelementei 
einer  jeden  polygonalen  Durchschnittslinie  auch  in  der  entsprechenden 
Ringfläche  gleiche  Flächentheile  entsprechen,  als  homogene  materielle 
Linien  ansehen,   deren  Schwerpunkte  durchwegs  in  der  Geraden  Os 
gelegen  sind,  welche  letztere  also  eine  Schwerachse  ist.    (Bei  einem 
Kreiskegel,  dessen  Achse  auf  der  Basis  senkrecht  steht,  ist  Os  schon, 
als  Symmetrieachse  eine  Schwerachse.)    Denkt  man  sich  weiter  dnreh 

den  in  dieser  Achse  in  der  Entfernung  -^  Os  von  der  Spitze  0  enr- 

fernten  Punkt  S  eine  zur  Grundfläche  parallele  Ebene  gelegt.  s^~i 
schneidet  diese  die  Medianen  der  einzelnen  Seitendreiecke  der  Pvra-- 
mide,  beziehungsweise  der  dreieckförmigen  Elemente  der  Seitenfläche 
des  Kegels  in  den  Schwerpunkten  dieser  Theilflächen,  so  dass  diej?-« 
Ebene  nach  dem  Satze  b  (S.  470)  eine  Schwerebene  und  der  dieser 
Schwerebene  und  der  früheren  Schwerachse  gemeinsame  Punkt  -S" 
der  gesuchte  Schwerpunkt  ist. 

In  ganz  gleicher  Weise  lässt  sich  nachweisen,  dass  der  Schwer- 
punkt  ^S"    der    Mantelfläche    eines    senkrechten    Pyramidal- 
stumpfes   oder    eines    senkrechten    Kreiskegelstumpfes  ^'c- 
funden  wird,  indem  man  die  Schwerpunkte  >S'/  und  So  der  Unifänge 
der  beiden  (Trundflächen  verbindet  und  etwa  durch  den  Schwerpunkt 
einer  der  trapezförmigen  Seitenflächen   oder   einer  achsialen  trapez- 
tormigen  Schnittfläche  eine  parallele  Ebene  zu  den  Grundflächen  tlihit, 
welche   die   Gerade  Sj  So   im   gesuchten    Schwerpunkte  S  schneidet, 
so  dass  (siehe  Gleichung  ö,  Ö.  489,  wenn  uj  und  U2  die  Umiange  der 
beiden  GrundHächcn  oder  irgend  welche  zwei  homologe  Dimensionen 
in  diesen  Grundflächen  bezeichnen, 

S  ]  S       S  So        Sj  So 

Kl  -r  2  Uo  uo  -\-  2  Hl        3  {uj  -f-  uo)  '  '  '   ^ 


Aiiincrkun^i;.   Es  lässt  sich  leicht  nacliweiscii,  dass  der  Schwerpunkt  5 

der   geyammten  Oberfläche    O  eines  Tetraeders  vom  Volum    V  identisch 

y 
ist   mit  dem   Mittelpunkte    jener  Kugelfläche  vom   Radius  y ,  die  von  den  l>e- 

grenzungsebenen    desjenigen   Tetraeders    tangiert   wird,   dessen   Eckpunkte  die 
vier  Scliwerpunkte  der  vier  Begrenzungsdreiecke  der  ursprünglichen  Pyramide  V 


Statik  des  elarren  KOrper«.  509 

d,  dean,  bedeutet  h  die  irgend  einem  dieser  letzteren  Dreiecke  f  &\s  dem  Bitsis- 
■iecke  entsprechende  Höhe  des  Tetraeders  V,  so  ist  -^  der  senkrechte  Abstand 
■  Schwerpunkte  der  drei  anderen  Dreiecke,  sonach  auch  der  Abstand  der  diese 
A  Schwerpunkte  enthaltenden,  zu  f  parallelen  Ebene  E,  <lie  zur  .T^-Ebene  eines 
ihtwinkeligen  Axensystem  gewühlt  sei,  von  der  Flache  f,  also  auch  der  Ab- 
md  der  Ebene  E  von  dem  Schwerpunkte  dieser  Fläche  f.  Der  letzten  Uleichung 
),  S.485,  gemSß  ist  sonaeh  O.Z^f.j,  oder  da  V^=/'-4,  eo  ist  2=  -^  der 
nkreehte  Abstand  des  Schwerpunktes  S  von  einer  jeden  der  durch  je  drei  von 
ewn  vier  Dreieckschwerpunkten  gelegteu  vier  Ebenen. 

Schwerpunkt  einer  Umdrehungafläche  (Rotationsfläche). 
De  Umdrehungsfläche  entsteht  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Curre 
B  (der  erzeugenden  Cnrve,  Meridiancurve)  um  eine  in  der  Ebene 
ser  Curve  (der  Meridianebene)  gelegene  Achse,  die  zur  ^-Acbse 
es  orthogonalen  AchsensyBtems  gewählt  sei. 

Fii.  tb6. 


Es  sei  y  =■  f  {x)  die  Gleichung  der  Meridiancurve.  Die  Ro- 
ionsfläche  werde  geschnitten  durch  zwei  zur  Unidrehungsachse 
ilirechte  Ebenen,  und  es  sei  der  Schwerpunkt  des  durch  diese 
enen  abgegrenzten  Theiles  A  A'  B  B'  der  Rotationsfläche  zu  he- 
mmen (Fig.  156). 

Da  die  x-Achse  eine  Symmetrieachse  der  Umdrehungsfläche 
,  so  ist  dieselbe  auch  eine  Schwerachse,  also  Y=Z  =0.  Theilt 
m  die  Umdrehungsflüche  durch  zur  a^Achse  senkrechte  ungemein 
he  geführte  ebene  Schnitte  in  unendlich  kleine  Flächenelemente  dl\ 
kl^nnen  diese  als  die  Mantelflächen  von  senkrechten  Kegelstumpfen 
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Dementsprechend  ist  für  den  Schwerpunkt  der  oben  betrachteten  Eagd- 
zone  (Fig.  157),  als  deren  Projection  f  ein  Kreisring  erscheint,  für  wdebei 
offenbar,  wenn  der  Kugelmittelpunkt  C  zum  Coordinaten&nfangspunkte  gewiUt 
wird  und  die  Coordinaten  von  B  durch  xoyo  und  von  A  durch  xiyi  bezeiehiet 
werden,  f  ^  y^^  n  —  \ji^  n  ^  {ß?  —  Xo*)  n  —  (R*  —  xi')  n  =  (x/  —  Xe»»)  z  oad 
F=2n  R  {xi  —  Xo)  ist, 

7?     G^i*  ~  ^0*)  ^    __  Xi  +  Xo 
'  2  TT  jR  (xi  —  Xö)  ~~       2 


X 


Mit  Hilfe  desselben  Satzes  (a)  lässt  sich  auch  der  Schwerpunkt  5  einei 
auf  einer  Kugeloberfläche,  deren  Radius  R  und  deren  Mittelpunkt  0  ist,  g^ 
legenen  sphärischen  Dreiecks  ABC  bestimmen.  Sind  die  den  sphärisches 
Winkeln  ABC  gegenüberliegenden  sphärischen  Seiten  BCj  CA,  AB  in  Bogen- 
maß ausgedrückt  abc,  also  ihre  wahren  Längen  Ra,  Rh,  Rc,  und  nimmt  mu 
die  durch  die  Seite  BC  gelegte  Ebene  OBC  des  größten  ELreises  zur  y^-Ebeoe 

an,  so  ist  die  Fläche  des  Sectors  OAB  oflfenbar  durch  -^  R,Bc=  -^  J^c  uDd 

daher  die  Projection  fe  dieses  Sectors  in  die  y-gr- Ebene  durch  —  ^c.cos  B  bestimiDt 

1 
und  ebenso  ist  durch  -^  R'b.cos  C  die  Projection  fb  des  Sectors  OAC  gegeben, 

während  die  Fläche  fa  des  Sectors  0J5C  die  Größe  ^R'a  hat.    Nun  ist  leicht 

einzusehen,  dass  demnach  die  Projection  /"  der  sphärischen  Dreiecksfläche  J  in 
die  t/i:-Ebene  einfach  folgendermaßen  ermittelt  werden  kann:  f^=fa  —fh—ft^ 

=  ^R'  {a  —  hco8  C—c  cos  B),  während  bekanntlich  JP  =  JB»  (^  +  JB  +  C- ») 

ist,  so  dass  die  Substitution  dieser  Werte  in  die  Gleichung  (a)  zu  der  Gleichung 

^       1  T>  «  —  hco8  C  —  ccosB         .,  V 
^  =  T-"-    A  +  B+C-lt~'  •  •  ^^ 

führt.  Analog  ist  der  Abstand  des  Dreiecksschwerpunktes  S  von  der  Ebene  des 

Sectors  00 A  durch  -r  R . — r  ,-tv^    ^ —   —  und  der  Abstand  von  der  Ebene 

2  A-i-  B  -\-  C  —  7t 

r\  t-n    1        1     1    Ti    C  —  aCOS  B  —  h  COS  A    ,       ^. 

OAB  durch  -x-  R . r-r  -ft-t-^ bestimmt. 

2  A-j-  B  -f-  C  —  71 

Für  ein  sphärisches  Zw  ei  eck  mit  dem  sphärischen  Winkel  ^4  ist  der 
Abstand  X  des  Schwerpunktes  S  von  einer  der  beiden  Ebenen  der  Begrenzunir^ 

-R^  71  R^  71 

halbkreise,  da  F=2R^  A  und,  wie  leicht  ersichtlich  ist,  f=  -— ^ m  A  ' 

=     ;j—  (1  —  cofi  A)  ist,  zu  berechnen  aus 

wa»  übrigens  aucli  leiclit  aus  (b)  dcduciert  werden   kann.     Für   einen  Kugel- 
(luadranten  ist  A  =   y,  cos  A  =  o  zu  setzen,  daher 

X  =  ^l-  .  .  (d) 


Das  (xleiche  gilt  nach  (b)  für  einen  Kugeloctanten,  für  welchen  a  =  h- 


71 


=  c  =  A  =  B=  C=   .    ist. 
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Die  Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  (3)  auf  die  Mantel- 
be  eines  senkrechten  Kreiskegelstnmpfes  von  der  Höhe  H  (Fig.  158), 
sen  Seite  gegen  die  Achse  anter  dem  Winkel  a  geneigt  ist,  and 
sen  GrundäächeD  die  Radien  r;  nnd  ts  und  die  UmfUnge  Uj  und  Ui 
en.  fuhrt,  wenn  man  den  Anfangspunkt  0  in  den  Mittelpunkt 
Kreises  tt/  verlegt  und  daher  von  den  Olei- 
ngen  y^tga.x-tri,  as  -^  sec  a .<tx,  tg  a  — 
'-  ausgeht,  zu  den  Folgerungen 


H 


c  o  -g-  [2  r«  +  rf\  oder 

-HUeca{2u2-\-iti) 


^  ^  H  See 

dass  X 


ri  +  r^ 


^^Hseci 


«H-Ma 


H  2  Hs  +  u, 

d  '     Mj  -t-  Wg 

in  (TbereinstimmuDg  mit  der  gleichlautenden 
lichnng  (1). 

Anmerkung.  Wie  sich  der  Schwerpunkt  eines  zwJBchen  zwei  Meridlan- 
nen  gelegenen  Theiles  einer  RotationsÖäche  mit  Hilfe  des  Trägheitsmomentea 

Ueridianciirve  bestimmen  lüsat,  wird  später  gezeigt  werden. 


<4.  Schwerpunkte  der  Volumina  im  allgemeinen  und  der  Polyeder 
im  besonderen. 

Ist  ^t  die  Dichtigkeit  (eubische  Dichtigkeit)  eines  Körpers  im 
nkte  xtfz  und  dM,  bezw.  dV  das  Differential  der  Masse,  bezw, 
ä  Volums  für  diesen  Punkt,  so  ist  (siehe  S.  478) 


dM 


■  (1) 


0  dM  =  fi.dV,  und  es  sind  daher  zufolge  der  Gleichungen  (3), 
469,  die  Schwerpnnlttscoordinaten  XYZ  der  Masse  J/  durch  die 
iichucgen  bestimmt 


,0/  rv 

MX=     »-..ij/—  Ui.xdr 

rM  I-V 

MZ=     i.d3[=     ft.tdr 
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In  diesen  Gleichungen  ist  (t  im  allgemeinen  eine  Fnnction  toi 
xys.  Ist  jedoch  der  Körper  homogen,  so  ist  fi  constant,  nnd  es  j^bn 
die  Einsetzung  der  dann  giltigen  Gleichungen  M=n.V,  m=a.t 
in  die  Gleichungen  (4),  S.  470,  nach  erfolgter  AbkttizoDg  durch  ^i  n 
den  Relationen 

VX  =  2{y^,  Fy=2(t-,),  VZ^2{v^)  .  .  (3) 
\ro  ir^^  die  Coordinaten  der  Schwerpunkte  der  einzelnen  Volumen- 
elemente  r  bedeuten.  XYZ  ist  dann  bloß  von  der  Ansdehnang  nnd 
der  Form  des  Körpervolums  abhän^g,  weshalb  man  in  diesem  Fallr 
kurzweg  vom  Schwerpunkte  des  betreffenden  Volums  spricht.  Sind 
£i;^  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  unendlichen  kleinen 
Volumelementes  dV,  so  nehmen  die  Gleichungen  (3)  die  Form  an 


Fx=  (^dv,  Kr=Ldr,  rz= 


■  (-4' 


Es  bedarf  nach  dem  Früheren  keines  besonderen  Beweise? 
dafür,  dass  der  Schwerpunkt  S  eines  beliebigen  Prismas  d« 
Mittelpunkt  jener  Geraden  ist,  welche  die  Schwerpunkte  S,  nnd  i; 
der  beiden  Grundflächen  verbindet. 

Anmerkung  1.  Sind  bei  einem  dreiseitigen  Prisma  die  Punkte  (jciyi.'i- 

(xi  yr  ;i).  (jj  y,  i,)  (iie  Eckpunkte  des  einen  Urunddrciecka  Fi  und  (xi  i/i  ii),  [nyi  ■";'• 

(xe  yi  !i)  die  Kekpunkte  der  zweiten  Gnindflücbe  Fi,  bo  ist  für  den  SeUwerpiiDki  ,Si 

der  Crundfläclie  F,  (siehe  Gleiehang  4,  S.  4B8)  X,  =  -'  (x,  +  a-i  +  Xj)  uad  fdr  dm 

Schwerpunkt  St  der  zweiten  Basis  Fi  ist  X,  =  -     (xi -{- Ti  +  Xi)\  sonach  ist  fiit 

den  -Mittelpunkt  der  (ieraden  Si  Si,  d.  i.  für  den  Seliwer|)üiikt   S  des  Pritn]«! 

.X  =  }-  (X,  +  X,}  =  -V  (r,  +  x,-\-x,  +  .T,  ~\-xs+  j-rK  und  aus  gleichen  GrUnatu 

ist  ydas  iirithnietisehe  Mittel  vim  allen  j/ und  j?  das  arithmetische  Mittel  van  all™  :. 

Um  den   Schwerpunkt   >'  einer 

beliebigen    dreiseitigen    Pyramide 

(eines  Tetracdersi  ,-I,J.^,-laJ/  iFig.  K'l*' 

zu  bestiiumon,  denke  man  sich  dicscik- 

in  nnendUeli  kleinen  Entfernungen  dareli 

unendlich  viele  zu  irgend  einer  der  Hreni 

ebenen,  z.  li.  zu  Jj^;,-Jj,  parallel  i:e 

;  legten  Ebenen  in  lauter  Volumeieiuente 

frelbeill,    die    als    homogene    materielle 

Dreiecke  angesehen  werden  künncn.  Die 

8chwer|)Uiiklü     dieser    dreiecktVirmifren 

'*'  Platten    liegen    sltmutlich   in  jener  Ge- 

nidfn.   welche   den    Si'hworpunkt  ^'j  des  Dreiecks  Ag.UAt  mit  dem 

vierten  Emipunkte  J;  der  Pyramide  verbindet,   so   dass   die   GeraJe 

SiAi  eine  Sehwerliuic  ist. 
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Um  nun  Sj  selbst  zu  erhalten,  hat  man  nur  Äs  A4  im  Punkte  A 

A 
3 


ÄA2 

u  halbieren  und  ASj  =  — n —  zu  machen.     Aus  gleichen  Gründen 


AÄ] 

?t,  wenn  A  S2  =  — 0 —  gemacht  wird,  So  der  Schwerpunkt  des  Drei- 

o 

cks  A1A8A4  und  SoAo  eine  zweite  Schwerlinie  der  Pyramide.  Die 
wei  so  erhaltenen,  in  der  Ebene  des  Dreiecks  AAiAo  gelegenen 
chwerlinien  SjAj  und  SgAo  schneiden  sich  im  gesuchten  Schwer- 
unkte  S  des   Tetraeders.      Da  in    dem   Dreiecke   AAiAn  sowohl 

VSo  =  -—  AAj^  als  auch  yl  aSj  = -^  ^  ^ o  ist,   so  muss  bekanntlich 

1/  S2  li  Aj  Ab  und  auch  Si  S»  =  -j-  Ai  A2  sein,   so  dass  in  den  ähn- 

eben  Dreiecken  S1S2S  und  A1A2S  die  Proportionen  -/--  =  ---^  = 
S  So        1  1  Aio      A2^ 

=  /  -  =  -—  bestehen,  also  SjS  =-^  AjS  ist.  Theilt  man  dem- 
A1A2        o  o 

ach  AjS  in  drei  gleiche  Theile,  so  ist  jeder  Theil  gleich  ÄjÄ,  also 

it  SiS  =  -^-  SjAu  d.h.  wenn  man  den   Schwerpunkt  Sj  der 
4 

^asis  A2A3JU  der  Pyramide  mit  der  gegenüberliegenden 
Ipitze  J-i  verbindet  und  diese  Gerade  in  vier  gleiche  Theile 
heilt,  so  ist  der  der  Basis  ^oj^^^  zunächst  gelegene  Theil- 
lunkt  der  gesuchte  Schwerpunkt  der  Pyramide. 

Legt  man  durch  den  so  erhaltenen  Schwerpunkt  S  eine  Ebene 
2fi3Ci4  parallel  zur  Ebene  A2A3A4,  so  schneidet  diese  eine  jede 
rerade,  die  den  Endpunkt  Ai  mit  einem  beliebigen  Punkte  3Ii  der 
ibene  A2ASA4  verbindet,  in  einem  Punkte  31  so,  dass,  wie  sich 
US    dem    Parallelismus   der   Transversalen    MS   und  3IiSi   ergibt, 

Ifiilf  =^p  3I1Ä]  ist.    Es  muss  daher  auch  umgekehrt,  wenn  3I3Ii  = 

1         ^ 
=  -j-Ai3Ii  gemacht  und  durch  3/^  eine  parallele  Ebene  zviA2AsA4 

gelegt  wird,  diese  Ebene  eine  Schwerebene  sein. 

Theilt  man  demnach  eine  mehr  als  dreiseitige  Pyramide,  deren 
Jpitze  Aj  ist,  und  deren  Basis  ein  beliebiges  Polygon  von  n  Seiten 
st,  durch  Ebenen,  die  durch  Aj  und  etwa  die  Diagonalen  der  Basis 
;elegt  werden,  in  lauter  dreiseitige  Pyramiden,  so  müssen  sämmt- 
iche  Schwerpunkte  dieser  Theilpyramiden  in  jener  Ebene  gelegen 
ein,  die  man  erhalten  würde,  wenn  man  den  Schwerpunkt  s  der 
Jasis  mit  der  Spitze  Aj  verbindet,  AjS  in  vier  Theile  theilt  und 
lurch  den  der  Basis  nächsten  Theilpunkt  S  eine  zur  Basis  parallele 
ibene  legt.  Es  muss  sonach  diese  Ebene  eine  Schwerebene  der 
^-seitigen  Pyramide  sein.  Anderseits  muss,  ^vie  die  Theilung  der 
Vramide  in  dünne  Platten  parallel  zur  Basis  lehrt,  Aj  s  eine  Schwer- 
.chse   sein,   somit  der   Durchschnittspunkt   dieser  Schwerachse  AjS 

33* 
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mit  der  früheren  Schwerebene,  d.  i.  der  Punkt  S  selbst  der  Schwer- 
punkt der  n-seitigen  Pyramide  sein.  Es  ist  demnach  nach  der 
früheren  Regel  auch  der  Schwerpunkt  einer  jeden  Pyramide  be- 
stimmbar. 

Anmerkung  2.   Dass  bei  einer  jeden  Pyramide  Z  =  AiS-=-j-C  ist,  wo 

C  die  Länge  der  Schwerlinie  Ais  bedeutet,  lässt  sich  auch  leicht  folgender- 
maßen nachweisen.  Theilt  man  die  Pyramide  in  unendlich  dünne  Platten  d  F, 
die  zur  Basis  F  parallel  sind,  so  ist  für  ein  im  allgemeinen  schiefwinkeliges 
Achsensystem,  dessen  Anfangspunkt  die  Spitze  Ai  der  Pyramide,  dessen  x;^-£bene 
zur  Basis  parallel  und  dessen  ^- Achse  Ai  s  gegen  die  Basis  unter  dem  Winkel  y 
geneigt  ist,  wofern  f  die  der  Coordinate  e  entsprechende  Schnittfläche  bedeatet, 

F 

in  der  Gleichung  (4)  dV=  f, dz. sin y  und  f\F  —  ^\0^  also  i F  =  ^  »tn y,f? d: 

und  C  =  z,  also  der  Gleichung  (4)  zufolge  VZ  =  \z,dV=  -^  ^*wy.  jr*(/r  = 

0 

1  C  F  C^  1  3 

=  7"  FC  sin  y  und  F=  \dV=jrgSiny\z*dz=—FC8inyy  somit  ist  Z^  :C. 

o 

Zerlegt  man  bei  einer  dreiseitigen  Pyramide  (Fig.  159)  die 
resultierende  Schwerkraft  Q^  als  deren  Angriffspunkt  der  Schwer- 
punkt S  angesehen  werden  kann,  in  zwei  gleichgerichtete  Compo- 
nenten  Qj  und  qi^  deren  Angriffspunkte  Ai  und  82  sind,  hierauf  die 
letztere  Componente  qj^  wie  dies  beim  Dreiecke,  S.  488,  geschehen  ist, 

in  die  gleichgerichteten  Componenten  QbQsQ^  deren  Angriffspunkte 

Qj  Qi  0 

AoAsÄ4  sind,   so  ist  bekanntlich   •  ^\- =    ^  =  -_^-_^  also  Qi  = 

=  .^ß'  .  <;>  =  i  <?   und   3,  =  f 'f  <>  =  I  <2.  ferner  (siehe  S.  m 

1  13  1 

Ve  =  Qif  =  ^*^^  =  3^  ^^  =  3  •  4  ^^  =  "4  ^'  ^^  ^^^^  ^"^^  ^^^  ="  ^' ''"' 
=  Q,^  =  Q^  =  ---  Q  ist.    Da  nun  offenbar  S  der  Mittelpunkt  der  Kräfte 

<ihQjQ:iQ4  ist,  so  sind  die  Coordinaten  XYZ  den  Gleichungen  (4i 
auf  S.  447  zufolge  bestimmt  durch 

,,  _  V;^v  +  Q.^.  -f  Q.^:s±  Q.^  _  i  ^  ^^'  +  ^^  +  ^"  +  ''  _ 

_'^'  t.^'  +  ''-l+J^^  und  analog  ist  Y  =^^'L+ yi+J^  + y\  Z  = 

-  _- "'    '    ~^'    ;   '''^        -  ,  wenn  ixjifj^j),  [x^y^zo) . . .  die  Coordinaten  der 

Eckpunkte  .1 7  J- ...  bedeuten;    es  ist  sonach  bei  einer  dreiseitigen 
Pyramide  jede  der  Schwerpunktcoordinaten,   wie  dies  auch   bei  der 
(rcraden,   dem   Dreiecke,   dem   Parallelogramm  und  dem   dreiseitigen 
Prisma  der  Fall  war,  das  arithmetische  Mittel  der  zu  derselben  Coor- 
dinatenachse  parallelen  Coordinaten  der  Eckpunkte. 


518  Capitel  VIII. 

also  K  =  -7h.- -A- o— .    Dividiert  man  Zähler  und 

Nenner  des  letzten  Bruches  durch  Ä  —  a,  so  findet  man 


h    Ä^-{-2Äa-{-'da^        h    F+2VFf'h3f 


^"^  —  ^—4:'    A'  +  Äa  +  a'    "4*    p  +  y^Ff+f     '  "  ^^• 

Vertauscht  man  A  mit  a  und  F  mit  /",  so  findet  man  für  den 
Abstand  Z  des  Schwerpunktes  a  vom  Schwerpunkte  o  der  anderen 
Grundfläche  f 

"~  ^      ^        4'    a^  +  aÄ-t-A-  4'    f^YfF-{-F 

Für  eine  senkrechte  abgekürzte  Pyramide  ist  «  =  -ö  ^^^  ^  ^* 

Höhe  derselben. 

Um  auf  graphischem  Wege  den  Schwerpunkt  a  einer  abgekürz- 
ten Pyramide  zu  finden,  bestimme  man  in  bekannter  Weise  zunächst 
den  Schwerpunkt  S  der  vollen  Pyramide  V  und  den  Schwerpunkt  s 
der  Ergänzungspyramide  v.  Da  nun  nach  dem  Schwerpunktsmomenten- 
satzc  V.  aS  =  v  .  as,  also  aS  :gs  =  v  :V  ist,  und  da  femer  S  zwischen 
a  und  s  gelegen  sein  muss,  so  hat  man  nur  durch  S  und  s  zwei 
parallele  Gerade  —  etwa  senkrecht  zu  der  schon  bestimmten  Geraden 
sS  —  zu  führen  und  auf  jeder  dieser  Parallelen  von  S,  bezw.  s  aus 
in  derselben  Richtung  eine  zu  t\  bezw.  V  proportionale  Strecke  SM, 
bezw.  sni  aufzutragen,  so  dass  S  31 :  sm  =  v  :V  i^t^  und  hat  ferner- 
hin die  Endpunkte  m  und  3/  dieser  Strecken  zu  verbinden;  der 
Durchsehnittspunkt  a  dieser  Geraden  m3I  mit  der  Schwerlinie  sS 
ist  den  beiden  letzten  Proportionen  zufolge  der  gesuchte  Schwerpunkt. 

Um  nun  auf  einfachstem  Wege  diese  proportionalen  Strecken 
53/  und  sm,  für  welche  S M:  sm  ^-  v  :V  ist,  zu  ermitteln,  wähle 
mau    etwa    S  ]\f  beliebig    und    beachte,    dass    v  :V  =  a^  :  A^   also 

S  M:  s)n  =^  a'^ :  A'^   und  S7n  =  S3I .  -^  ist  (wo  a  und  A  die  oben- 
an 

erwähnte  Bedeutung  haben,  also  a  und  A  etwa  die  gleichlaufenden 
Seitenkanten  der  Pyramiden  r  und  V  bedeuten).  Man  braucht  dem- 
nach, um  sm  zu  eonstruiercn,  nur  in  die  Winkelflächc  eines  beliebigen 
Winkels  cp  von  dem  beliebigen  Scheitel  >S'  als  Centrum  zwei  concen- 
trischc  Kreisb(*>gen  einzuzeichnen,  deren  Radien  a  und  A  sind,  ferner 
die  beiden  Diagonalen  c  und  d  (Antiparallelen)  des  so  entstiindenen 
Ringsectors  (Kreisbandes)  zu  ziehen,  auf  dem  einen  Schenkel  des 
Winkels  (p  vom  Scheitel  S  aus  die  Länge  S3I  abzuschneiden,  von 
M  aus  eine  Parallele  3fy  zu  jener  Diagonale  c  des  Ringsectors  zu 
führen,  die  von  dem  auf  diesem  Schenkel  S3I  gelegenen  Endpunkte 
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<  Radius  a  ausgeht,  hat  ferner  den  Durchschnittspunkt  N  dieser 
rallele   MN  mit   dem  zweiten   Schenkel   zu  bestimmen   (so   dass 

S  =  SM,—  ist),  von  N  aus  eine  Parallele  zu  der  zweiten  Diago- 

le  d  (Antiparallelen)  bis   zum   Durchschnitte  M'  mit  dem  ersten 

A  Ä^ 

lienkel    zu    führen    (so  dass   SM'=  SN .— =  SM ,-o-  ist)  und 

:iließlich  wiederum  von  M'  eine  Parallele  zur  ersten  Diagonale  c 
eonstruieren,  welche  den  zweiten  Schenkel  SN  in  einem  Punkte -Ä7'' 

A  Ä^ 

meidet,  für  welchen  SN'=  SM',~   =  SM.  — «-,  also  der  gesuchten 

[)portionalen  sm  gleich  ist.  Nachdem  auf  diese  Weise  sm  gefunden 
irde,  hat  man  so  vorzugehen,  wie  dies  oben  auseinandergesetzt 
irde. 

Der  Schwerpunkt  eines  Prismatoids,  d.  i.  eines  Polyeders, 
}  von  zwei  parallelen  Grundebenen  und  von  ebenen,  theils  dreieck- 
migen,  theils  trapezförmigen  Seitenflächen,  deren  Ebenen  durch 
Seiten,  beziehungsweise  Eckpunkte  eines  in  der  einen  Grundebene 
egenen  Polygons  willkürlich  gelegt  sind,  eingeschlossen  ist,  hat 
ts  eine  solche  Lage,  dass  für  denselben,  wenn  man  eine  zu  den 
mdflächen  parallele  Ebene  zur  xy-Ehene  eines  (im  allgemeinen 
iefwinkligen)  dreiachsigen  Goordinatensystems  xyz  wählt. 


7  =  ^^'^  +  4F/  zi  +  F232  ,^N 


wo  Fo  und  F2  die  Grundflächen,  Fj  die  Fläche  des  in  gleichem 
;tande  von  den  beiden  Grundflächen  zu  diesen  parallel  gelegten 
tleren  Querschnitts  bedeutet,  und  zoZi^s  sich  auf  den  in  der  be- 
ig  angenommenen  ^-Achse  gelegenen  Punkt  der  Flächen  Fo  Fi  F2 
ieht.    Es  lässt  sich  dies  folgendermaßen  nachweisen: 

Ist  V  der  Neigungswinkel  der  willkürlichen  ^-Achse  gegen  die 
ndebenen,  so  ist  dV=  F  .sinv  .dz,  wofern  man  sich  das  Pris- 
oid  durch  Schnitte  parallel  zu  den  Grundflächen  in  lauter  sehr 
ne  Platten  von  der  Höhe  d  z .  sin  v  zerlegt  denkt  und  durch  F 

Fläche  eines  beliebigen  Schnittes,  dessen  sämmtliche  Punkte  die- 
>e  zur  i-'Achse  parallele  Coordinate  z  haben,  bezeichnet. 

Sind  die  m  irgend  einer  der  Seitenflächen  —  etwa  der  r-ten  trapezförmigen 
•  dreieckfömiigen  Seitenfläche  —  des  Prismatoids  gelegenen  Seiten  der  Poly- 
3  Fo,  F  und  Fg  durch  wo,  Ur  und  ug  bezeiclinet  (wo  auch  uo  =  0  oder  u»  =  0 
Jen  kann),  so  ist  aus  bekannten  geometrischen  Gründen  (Ur  —  uo) :  (u*  —  uo)  = 
2  —  Zo):  (z2  —  zo),  und  es  ergibt  sich  denmach  aus  dieser  Gleichung,  in  welcher 
?r  Ur  und  z  nur  constante  Glieder  vorkommen,  Ur  als  eine  lineare  Function 
z  von  der  Form  Ur  =  ar-\-hrZ.  Legt  man  nun  durch  jene  Scitenkante  des 
matoids,  die  als  die  erste  angenommen  wurde,  eine  Ebene,  wählt  ferner  die 
^hschnittslinie   derselben   mit  der  Ebene   von  F  zur  X-Achse  und  den  in 
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dieser  Seitenkante  gelegenen  Eckpunkt  des  Polygons  F  zum  Anfangspunkte 
eines  ebenen,  und  zwar  in  der  Ebene  dieses  Polygons  liegenden  orthogonaleii 
Achsensysteras,  so  sind  die  Coordinaten  XrYr  irgend  eines  Eckpunktes  des 
Polygons  F^  wie  sich  durch  Projection  des  entsprechenden  zwischen  diesem 
Punkte  und  dem  Coordinatenanfangspunkte  gelegenen  Polygonalznges  auf  die 
X-  und  Y-Achse  sofort  ergibt,  bestimmt  durch 

Xr=UlC0S{Xül)  +  U2C08{XUt)+   .    .   .   '\-UrCOS{XUr) 

Yr=Ui8in(X  üi)  +  U,8in(X  CT,)  +  .  .  .  +  UrSiniX  ür) 

wo  die  Richtungswinkel  (X  üi\  (X  Ui) . . .  wegen  des  Parallelismus  aller  X-Achsen 
in  allen  möglichen  Flächen  F  von  z  unabhängige  constante  Werte  haben. 

Da  nun,  wie  oben  gezeigt  wurde,  UiUt  -  »  »  Ur  lineare  Functionen  von 
z  sind,  so  müssen  den  letzten  Gleichungen  gemäß  auch  Xr  und  Yr  lineare 
Functionen  von  z  sein.  Bestimmt  man  demnach  die  Größe  der  Polygonfläche  F 
nach  der  auf  S.  493  abgeleiteten  Regel,  indem  man  die  den  einzelnen  Theildreiecken 

entsprechenden  Ausdrücke  von  der  Form—  [Xr-i  Yr  —  Yr-\  Xr]  summiert,  so 

enthalten  alle  Theilglieder  von  F  nur  Producte  je  zweier  linearer  Functionen 
von  Zy  sind  also  ganze  rationale  Functionen  von  e,  und  zwar  zweiten  Grades,  nnd 
es  muss  demnach  auch  F  eine  derartige  Function  zweiten  Grades  von  der  Form 

F=Ä  +  Bz+Cz'  sein. 

Da  bei  einem  jeden  Prismatoid  die  Fläche  F  stets  durch  eine 
ganze  rationelle  Function  von  ^,  und  zwar  von  der  zweiten  Ordnung 
in  der  Form  F=A-\-B2-{-C^-  darstellbar  ist,  so  muss  F£  = 
^  Äz  -\-  Bz^  +  Cz^  von  dritter  Ordnung  sein,  und  zufolge  Glei- 
chung (4)  ist,  wenn  man  durch  A  den  Wert  A  =  ^/  —  zq  z=  z^—zi^ 

=      t>   ^"  =  -if  bezeichnet, 

rv  r:.  rz. 

T  Z  =\z  .  dl  =\  Fz  .  ,s?*/^  vdz  =sinv  \  Fzdz  = 

^^  sin  V  .  -^  {FoZo  +  4F/^;  -f-  FoZo) 

wie  man  sich  sofort  überzeugt,  wenn  man  Fz  =  Az  +  Bz^  ^^'^ 
zwischen  den  (h'euzen  zo  und  zo  integriert  und,  nach  Einsetzung  der 
Werte  zi  ^---  z„  --  //  und  zo  =  zo  -i-  2A  in  das  erhaltene  Resultat 
dieses  mit  der  in  gleicherweise  für  sich  berechneten  Summe  7'/;-%-' 
^F/Zj  -\-  F'jZ'>  ver^ileieht,  und  ebenso  lässt  sich  nachweisen: 


1 


rv       1-2  fz. 

]  -^\  dl  ^^\  F.  siH  vdz  ^-^  sin  r  .  j  Fdz  = 

--=  sin  V  ^y  [Fo  -i-  4  Fl  -j-  Fo] 


\     (8) 


Die  Division  der  beiden  erhaltenen  Werte  (7)  und  (^^)  von  VZ 
und  T',    welche  lehren,   dass  die  Simpson'sche  Regel  in  ihrer  An- 
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endung  auf  die  Berechnung  der  Integrale  j  Fdz  und  j  Fzdz  für 

=  1   beim  Prismatoid  nicht  zu  angenäherten,   sondern   zu  streng 

ehtigen  Resultaten  führt,  ergibt  in  der  That  die  obige  Gleichung  (6). 

In  der  Formel  (6)  sind  alle  für  die  bisher  behandelten  Polyeder, 

imlich  das  Prisma,  die  Pyramide,  den  Pyramidalstumpf  erhaltenen 

esaltate  enthalten.    So  ist  z.  B.  für  den  Pyramidalstumpf  bekanntlich 

Fl  =  ~  {iFo  +  VF^),   also    Fj  =  ^  {Fo  +  F2  +  2yjFW^),   so 

ISS,  wenn  zo  =  0,  zi  =  ^^  ze  =  H  gesetzt  wird 

D" 

^  (Fo  +  Fo  +  2V'FoF2).-^  +  FoH ^  ^  Fp  +  2VFoFe +  3Fo 

~~  2Fo  +  2F2-h2VFoF2  4'    Fo  +  VWFs  +  Fo~ 

t,  was  mit  der  Gleichung  (5)  tibereinstimmt. 

Nimmt  man  als  Grundflächen  Fo  und  Fo  des  Prismatoids  un- 
bnliche  Rechtecke  mit  den  Seiten  ao  bo^  bezw.  as  h2  an,  wo  ao  ||  a«, 
o[h2  ist,  so  wird  das  Prismatoid  ein  sogenannter  Obelisk,  dessen 
ier  Seitenflächen  Trapeze  sind.    Es  ist  dann  in  den  obigen  Formeln 

n  T  -n  X         TT  -L  CLo  "h  (^e     bo  -h  O2       •,  H 

\<g  =  agOo,   J^2==ci202^  ±j  =  aiOi  =  — ^ '9 — '  n  =  -^  zvl 

jctzen,   und   es  ist   demgemäß  nach   (7)  und  (8)   fttr  zo  =  0,  zo  z== 
=  2zi  ==  H  das  Volum 

TT  Ssin  V 
V  =  — ^ —  [2  aolo  +  CLobo  +  aB^o  +  2ao&o]  und 

IP 

V Z  =  sinv  .  -r^  [ao  ho  +  «^  fco  +  a2  ho  +  3  ao  65],  also 

y ^  J^o^ ho  +  (10^2  +  ao &<)  4-  3 a^ &^ 

2  *  2aoho  +  cioho  +  a2ho  +  2a^6o* 

Ist  die  Basis  Fo  des  Prismatoids  ein  Trapez,  dessen  parallele 
öiten  ao  und  aj  den  beliebigen  senkrechten  Abstand  hg  haben,  und 
äht  die  Basis  F2  in  eine  zu  ao  und  aj  parallele  Kante  a^  über,  so 
ird  aus  dem  Prismatoid  ein  schief  abgeschnittenes  dreiseitiges 

fisma.     Es  ist  Fi  dann  ein  Trapez,   dessen  Höhe  ^  und  dessen 

arallele    Seiten    — — ^^ — -    und      ^   ,.  -    sind;    demnach    ist   Fj  = 

=  o  ho  [oLo  +  a;  +  2  ao),  Fo  =  ^^  ho  {ao  +  a/),  Fo  =  0  und  zufolge  (8 ) 

r      ho.  H  sinv   ao  +  aj  -{-  a2    .^^    .     ho  H  sinv  ,     ^,..  ,      •  1    u  j 
= ^ . ■ — q — ^ — -.  (Es  ist  — ,c  -      der  Flächeninhalt  des 

a  den   Kanten  a^,  a;,  ao   senkrechten   Querschnittes.)     FUr  zo  =  0 

it  Zi  =  -Q,    also    VZ  = .  -c  [ao  +  a;  +  2aoj    und    Z  = 
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=  — .  - — ---  ^  "^ — -.    Ist  im  letzteren  Falle  Fo  ein  Rechteck,  sbi 

4      ao  +  aj  -^  öfo 

af,  ==  aj  oder  im  früheren  Obelisk  hs  =  0,  so  wird  Fein  Keil,  flirwd- 
chen  also  V  =  -^—-^ .  —^ ,  VZ  =  -^—^ •  g"  K  +  ^\ 

y  __H       «ö  +   «£_     •    X 

2    2ao  +  ao 

Zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  beliebige! 
Polyeders  auf  constructivem  Wege  führt  folgende  einfache  Be- 
trachtung : 

Der  Schwerpunkt  Sjo  einer  von  den  Mantelflächen  zweier  befo 
biger  Pyramiden  Vj  und  Fo,  die  eine  gemeinsame  Basis  haben,  ein- 
geschlossenen Doppelpyramide  Vjb  lässt  sich  graphisch  auf  analoge 
Art  bestimmen,  wie  dies  auf  S.  490  bei  einem  Trapezoid  geschehen  isl 

Ist  nämlich  die  Ebene  der  Fig.  148  die  durch  die  Spitze  C  der 
Pyramide  F;,  durch  die  Spitze  A  der  Pyramide  Vg  und  durch  den 
Schwerpunkt  F  der  gemeinsamen  Basis  der  beiden  Pyramiden  ge- 
legte Ebene,  welche  die  gemeinsame  Basisebene  in  der  Geraden  DB 
schneidet,  so  sind,  wenn  FSj  =  V4  FC  und  FSs  =  \  4  FA  gemacht 
wird,  Si  und  So  die  Schwerpunkte  von  Vj  und  Fjg;  demnach  ist  SiS» 
eine  Schwerlinie  der  Doppelpyramide  Vjg.  Da  nun  die  Volumina  F; 
und  Vo  der  Pyramiden  von  gleicher  Basis  sich  wie  die  Höhen  der 
Pyramiden  verhalten,  also  auch  wie  die  in  der  Geraden  CA  gel^ 
genen  Ilypothenusen  CE  und  EA  der  einander  ähnlichen,  diesen 
Höhen  als  Katheten  zugehörigen  Scheiteldreiecke,  so  lässt  sich,  wenn 
7/ der  Durchstoßpunkt  der  Geraden  SjSo  mit  der  gemeinsamen  Grund- 
fläche und  Sjo  der  Schwerpunkt  der  Doppelpyramide  V12  ist,  in  ^euau 
derselben  Weise,  wie  dies  auf  S.  490  geschehen  ist,  leicht  zei^^eii. 
dass  JlSo  ^^  SjSjo  und  SjH  -^  SjoSo  ist,  dass  man  also,  um  Sj.jm 
finden,  nur  etwa  den  Abschnitt  SjII  von  So  aus  auf  der  Schwerlinie 
S]  So  in  entgegengesetzter  Richtung  abzuschneiden  hat. 

Theilt    man   dementsprechend    die    einzelnen   Seitenflächen  des 
Polvedcrs  in  lauter  Dreiecke  und  legt  durch  einen  beliebigen  Punkt  ^^ 
des  Raumes  (am  besten  durch  einen  Punkt  0  innerhalb  des  Polveders» 
und   durch   die  Seiten   aller   dieser  Dreiecke  Ebenen,   wodurch  man 
vu\Q  Aufeinanderfolge  von  lauter  dreiseitigen  Pyramiden  (Tetraedern* 
^'i^j^:i ^i ' .  erhält,  von  denen  je  zwei  aufeinanderfolgende  eine  gemein- 
same Basis  haben,  so  lässt  sich  dasselbe  einfache  graphische  Verfahren, 
(bis  auf  S.  4in   und  4I>2  l)ei    einem   ebenen  Polygon   benutzt  wurde, 
auch  zur  Bcstininiung  des  Schwerpunktes  S  des  Polyeders  anwenden, 
nur  muss   es  statt  ,. Dreieck"  hier  stets  „Tetraeder^    und  statt  y, Vier- 
eck" hier  „ Doppeltetraeder "^  heißen.    Man  hat  also  zunächst  außer  den 
Schwerpunkten  SiSoS.f  .  .  .  von  V,VoV:j  .  .  .  auf  die  oberwähnte  Art 
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Qächst  die  Schwerpunkte  Sjg^  803^  S34 .  ,  .  der  Doppelpyramiden  F/^, 
s,  V34  ...  zu  ermitteln,  hierauf  den  Durchschnittspunkt  Sjgs  von 
e  Ss  und  Sj  S23  zu  bestimmen,  hierauf  den  Durchschnittspunkt  Sj234 
n  Sj23  S4  mit  S12  834^  dann  jenen  von  Smi  S5  mit  S123  S45  n.  s.  w. ; 
T  80  zuletzt  erhaltene  Durchschnittspunkt  ist  der  gesuchte  Schwer- 
mkt  5  des  Polyeders. 

Auch  die  Coordinaten  (XYZ)  des  Schwerpunktes  S  eines 
sliebigen  Polyeders  lassen  sich  aus  den  gegebenen  orthogonalen 
Dordinaten  der  Eckpunkte  dieses  Polyeders  auf  ganz  ähnliche  Weise 
srechnen,  wie  dies  bei  einem  ebenen  Polygon  (S.  492  und  493)  der 
all  war. 

Theilt  man  nämlich,  wie  früher,  die  Seitenflächen  des  Polyeders 
arch  Diagonalen  in  lauter  Dreiecke,  deren  Spitzen  irgend  welche 
rei  Eckpunkte  J.,  Ä\  A"  des  Polyeders  sind,  und  deren  Coordinaten 
fyj),  {x\j  z\  x'y" z")  seien,  so  hat  der  Schwerpunkt  jenes  Tetra- 
iers  %\  dessen  Grundfläche  das  Dreieck  AÄÄ'xvcA  dessen  Spitze 
er  beliebige  Anfangspunkt  0  des  orthogonalen  Coordinatensystems 
jt,  bekanntlich  (s.  S.  516)  die  Coordinaten 

5= 4 ,^  = 4 ,t  = 4 (^) 

ind  das  Volum  v  dieses  Tetraeders  ist  (abgesehen  vom  Zeichen)  be- 
timint  durch  den  sechsten  Theil  der  sogenannten  Determinante  des 
Systems  der  neun  Coordinaten  der  Punkte  ÄÄ'A*\  d.  i.  durch  den 
Lusdruck: 


V 


-g-  L^;"  {y'z  —  yz)  +  x  {yz'—y"z)  +  x  {y'z—yz')^  (10) 


Dies  geht  etwa  aus  folgender  einfacher,  instnictiver  Erwägung  hervor: 

Stellt  etwa  die  Kante  OA'  eine  auf  den  Angriffspunkt  0  wirkende  Kraft  R 

nd  die  Gegenkante  des  Tetraeders  A  A"  eine  zweite  auf  den  Angriffspunkt  A 

inwirkende  Kraft  P  dar,  so  ist  das  als  Grundfläche  des  Tetraeders  anzusehende 

Dreieck    OAA"  jenes   Momentendreieck,    durch   welches    das   Moment   M  der 

-raft  P  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  dargestellt  ist,  und  daher  —  M  die  Maßzahl 

ieser  Grundfläche  OAA", 

_  Die  Höhe  der  Pyramide,  das  ist  die  vom  Endpunkte  A'  der  Kante 
U'  =  E  auf  die  Grundfläche  geführte  Normale  hat,  wenn  (B  M)  den  Neigungs- 
inkel  dieser  Senkrechten  (deren  Richtung  mit  der  Achse  des  Moments  M  über- 
Dstimmt)  gegen  die  Richtung  von  R  bedeutet,  zur  Maßzahl  7^  cos  {RM),  und 
ist  das  Volum  v  der  Pyramide  dem  dritten  Theil  des  Productes  aus  der  Basis 

M  und  der  Höhe  Rco8{RM)  gleich,  also  v  =  —  R.M  cos  {R  M).     Nun   ist 

ehe  S.  72)  durch  Mcos{RM)  das  Moment  mV  der  Kraft  P  in  Bezug  auf  die 
nte  0  A'  ^  R  bestimmt,  das  nach  Gleichung  (8)  S.  73  auch  der  Summe 
. .  cos  {x  R)-^My.  cos  {y  R)  +  M»  cos  (z  R)  gleich  ist,  wo  Mx  My  Ms  die  durch 
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die  Gleichungen  (5)  und  (ß)  auf  S.  71  und  72  bestimmten  Momente  der  Knh? 
bezüglich  der  drei  Coordinatenachsen  bedeuten. 

l  1       ^ 

Dementsprechend  besteht  die  Beziehung:  v  =  -^R.Mco8(R 3/ )  =  —  B,Mt  = 

=  -  i?  IMx  cos  (xl{)  +  3/y  cos  (yÄ)  +  3/,  cos  {zRy],  oder  wenn  man  die  bekaB% 

ten  Werte  der  Componenten  2?^  liy  i?*  der  Kraft  R  (siehe  Gleichung  (3),  S.  ög) 

berücksichtigt,  r  =  |  R.mT  =  -Jr  (i?,2lf,  +  i?y3fy  +  l?.JM;);  das  heißt  es  ist  die 

Maßzahl  v  des  Tetrai^derinhalts  dem  sechsten  Theil  der  Invariante  jR3fco«(i?lfi3 
-=RMT  =  Rfi  (vergl.  S.  437  und  Gleichung  (4),  S.  441)  des  aus  den  wd 
Kräften  P  und  R,  deren  Richtungslinien  sich  kreuzen,  gebildeten  KraftsjjiteiDi 
gleich.  Setzt  man  nun  in  den  letztgefundenen  Wert  von  v  flir  M,  Mp  M,  die 
bekannten  Werte  Mx  =  y  Z  —  z  Y  u.  s.  w.  ein  und  setzt  aus  bekannten  Grund« 
X  -=  x"  ^  Xj  Y  =  y"  —  y,  Z  =  z"  —  z  uud  Rx  =  x\  R,  =  y,  R»  =  z\  so  gelaDit 
man  zu  der  obigen  Gleichung  (10). 

Nachdem  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (9)  und  (10)  aus  dei 
gegebenen  Coordinaten  der  Eckpunkte  des  Polyeders  sowohl  r,  ab 
auch  (^  71  ^)  für  jedes  einzelne  Tetraöder  berechnet  worden  sind, 
hat  man   schließlich  die  Coordinaten  (XYZ)  des  Schwerpunktes  5 

des   ganzen   Polyeders   mittels   der   Gleichungen  (3)  X  =  "^^-^ 


I  =      ^-    ,  Z=     ^^--  zu  bestimmen. 


2T 


§  85.  Schwerpunkte  der  von  krummen  Flächen  begrenzten  Volumißi 

Guldin'sche  Regeln. 

Der  Schwerpunkt  einer  Kugel,  eines  Ellipsoids  u.  s.w., 
tlberhaupt  solcher  Volumina,  die  einen  Mittelpunkt  haben,  ist  dieser 
Mittelpunkt.  1 

Der  Schwerpunkt  eines  von  einer  beliebigen  Cylinderflache 
und  von  zwei  parallelen  Grundebenen  begrenzten  Cy linders  ist 
offenbar  auf  dieselbe  Weise  zu  l)estimmen  wie  jener  eines  Prismas; 
der  Schwerpunkt  eines  von  einer  beliebigen  Kegelfläche  und  einer. 
bczw.  zwei  parallelen  Ebenen  begrenzten  Kegels,  bezw.  Kegel- 
stumpfes  auf  dieselbe  Weise  wie  jener  einer  Pyramide  «siehe  S.515. 
bezw.  eines  Pyraniidalstumpfes  (siehe  S.  518\ 

AnuMM  kun«;.  In  BetretV  «lor  Ermittelung  der  Lage  des  Scliwerpnnktes 
und  d«'r  Hestiinmun;;:  dos  Volums  eines  sehief  abgeschnittenen  Cylinders,  i>trz^^- 
Prismas,  sei  aut'  die  letzte  Anmerkung  des  §  95  hingewiesen. 

Setzt  man  in  der  für  den  Kegelstumpf  giltigen  Gleichung  '.'>  auf 
8. '>1S  in  dem  i)esonderen  Falle,  dass  die  Basisflächen  Kreise  mit  den 
Radien  1\  \\\u\  r  sind  untl  h  den  Abstand  der  beiden  Kreismittel- 
punkte  bedeutet,   F^^  11- :i  und  /'r=  >-'.t,  so  findet  man 

._//     ir    -:inr  --:\n  h     r-  4-  2rR  -r-  SB- 
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Der  Schwerpunkt  S  de»  Segmentes  eines  Ellipsoids  oder  jeiei; 
einer  Platte  V,  die  von  einem  Ellipsoid,  dessen  orthogonale  Hnaptdireb- 
uieHser  2Ä,  2ß,  2C  als  Coordinatenachsen  angenommen  seien,  und  von  iwei 
zu  einer  Achse  —  etwa  der  r-Achse  —  senkrechten  Ebenen  (fiir  wrieke 
Grenzebenen  z  =  zo  und  z  —  zi  sei)  eingeschlossen  ist,  lüsst  »ich  folgendo- 
niaüen  bestimmen: 

Zunächst  ist  S  in  der  ^- Achse,  da  diese  eine  Symmetrieachse  des  KOrpm 
ist,  gelegen.  Theilt  man  das  Volum  V  durch  senkrecht  zur  z- Achse  gef&hm 
Schnitte  in  lauter  elementare  Lamellen  c/F  von  der  Dicke  dr,  so  ist,  wenn  durck 
u  und  h  die  Halbachsen  des  im  Abstände  z  vom  Mittelpunkte  O  des  Dlipmi 
befindlichen  elliptischen  Schnittes  F  bezeichnet  sind,  dV  ^  F,di  =  ah:(.iL 
Nun  sind  a  und  z  die  Coordinaten  eines  Punktes  des  in  der  jrr-Ebene  gelegem 
elliptischen  Hauptschnittes,  dessen  Halbachsen  A  und  C  sind,  und  ebenso  h  and; 
die  Coordinaten  eines  Punktes  der  in  der  i/2:-Ebene  gelegenen  Ellipse  mit  dci 
Halbachsen  B  und  C,  also 


J+ J  =  l  ""^i'  -^S^"^'  also  a  =  ^j^/l-~  6  =  J5^/l- J. 
Substituiert  mau  die  beiden  letzten  Werte  in  die  obige  Gleichung,  so  wird 
rf  7=  TT.^B  (  1  —  -^  I  Jj.    I*2s  ist  sonach  zufolge  Gleichung  (4)  des  §  84 

F=  \dV=n.AB{'{\  -  -^J  dz=^nABU!i  -  '<>)-y-^'^] 

Durch  Divisitm  dieser  beiden  Gleichungen  ergibt  sich  der  von  A  nnd  ^ 
völlig  unabhinif^ige  Wert 

y  _-  3  iZi  -f  Zo)  ('2  a  -  zi*  -  Zo')  .  , 

Dieser  Formel  zufol^^e  ist  die  Lage  der  8chweq)unkte  für  alle  jene  riaitdi 
(iieselbe,  bei  welelien  die  Abstände  Zo  und  Zi  der  Grundebenen  von  <lem  Mitui- 
l)uiikte  des  Ellipsoids  dieselben  sind,  wenn  nur  die  Länge  C  der  zu  den  (iruiitl 
ebenen  senkrechten  Ilalbaelise  des  Ellipsoids  die  gleiche  bleibt,  mögen  die  1)H<K 
anderen  Halbachsen  welche  Werte  immer  haben. 

Es  ist  also  der  gesuchte  Scliweri)unkt  6',  wie  dies  übrigens  auch  die  Tl»  r- 
einstiinniung  der  Formel  (n)  mit  der  folgenden  Gleichung  (5)  lehrt,  identisch  uiii 
dem  Schwerpunkte  der  entsprechenden  körperlichen  Kugelzone  (Kugelschiclitt- . 
wofern  V  den  Kadius  1{  der  zugehöngen  Kugelfläche  bedeutet. 

Fiir  zi^  C  und  c«  —  C—H  ergeben  j^icli  aus  den  letzten  GleichuiiLi'a 
fiir  ein  elli]).>oi(li.sclies  Segment  von  der  Höhe  H  folgende  Formeln: 


Aus  der  letzten  Fornu-I  lässt  sich  ein  einfaches  constructives  Vertahrcu. 
<lurch  welches  man  die  Lage  des  Schwerpunktes  des  ellipsoidischen  Seguu'iit> 
(l)ezw.  eines  Kugelsegnients)  bestimmen  kann,  entnehmen:  Man  schneide  von  »Vr 
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Ranptachse  2  C  (bezw.  von  dem  Durchmesser)  —  und  zwar  ausgehend  von  jenem 
in  dieser  Achse  gelegenen  Scheitel  des  Ellipsoids,  der  nicht  dem  Segmente 
angehört  —  den  dritten  Theil  der  Höhe  H  des  Segments  ab,  wodurch  man  zu 

TT 

einem  Punkte  E  gelangt,  für  welchen  OE  =  C  —  --  ist,  ebenso  schneide  man 

o 

auf  einem  zu  2  C  senkrechten  Durchmesser  —  vom  Mittelpunkte  0  des  Ellipsoids 

TT 

ausgehend  —  die  Strecke  OF  =  C  —  -^  ab,  verbinde  die  so  erhaltenen  Punkte  E 

und  F  und  fUhre   zu   dieser  Geraden  EF  durch  F  in  der  Ebene   OFE  eine 

Nonnale,  welche  die  Achse  2  C  in  dem  gesuchten  Schwerpunkte  durchschneidet. 

Setzt  man  in  (a)  Zo^  0  und  Zi  —  C,  so  geht  das  Volum  V  in  das  auf  der 

positiven  Seite  der  rcy-Ebene  gelegene  halbe  Ellipsoid  über,   filr  welches  dann 

2  3 

nach  obigen  Gleichungen  V=~    n.ABC  und  Z  = -^  C  wird. 

o  o 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Formel  {a)  auch  giltig  ist  für  eine  von 
zwei  beliebigen  parallelen  Ebenen  begrenzte  Platte  des  Ellipsoids, 
wofern  man  nur  die  zu  diesen  Ebenen  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  ge- 
führte parallele  Diametralebene  zur  xy-Ebene  wählt,  ferner  durch  a  und  &,  be- 
ziehungsweise A  und  B  zwei  conjugierte  Semidiameter  der  entsprechenden  zu 
den  Grenzebenen  parallelen  elliptischen  Schnitte  bezeichnet,  und  wofern  zur 
£r-Aehse  der  die  Mittelpunkte  aller  dieser  Ellipsen  verbindende  Diameter  2C  an- 
genommen wird.  Da  jede  durch  die  if-Achse  gelegte  Ebene  eine  Diametralebene 
ist,  so  liegt  der  Schwerpunkt  S  in  der  r- Achse,  und  zwar  in  dem  durch  (a)  be- 
stimmten Abstände  von  dem  Mittelpunkte  des  Ellipsoids. 

Ebenso  einfach,  wie  es  hier  mit  den  Abschnitten  eines  Ellipsoids  ge- 
schehen ist,  lassen  sich  auch  in  gleicher  Weise  die  Abschnitte  eines  eiuflächigen 
oder  zweiflächigen  Hyperboloids  behandeln. 

Für  eine  aus  einem  elliptischen  Paraboloid,  dessen  Gleichung  (auf 

die  Hauptachsen  bezogen)  "p  +  ^  =  ^  s^^  durch  zwei  senkrecht  zur  ^- Achse 

im  Abstände  Zo  und  Zi  vom  Scheitel  0  geführte  Schnitte  herausgeschnittene 
Platte  ist  in  ganz  analoger  Weise  in  dem  einen  parabolischen  Uaupt- 
schnitte  x  =  o  und  y  =  h  und  in  dem  zweiten  parabolischen  Hauptschnitte 
y  =  o  und  ic  =  a  zu  setzen,  so  ^ss  die  Achsen  einer  der  früheren  ellipti- 
schen Lamellen  h  =  '^Qz  und  a  =  '^Pz  sind  und  demnach  J  y  =  F.dz  =  abn.dz  = 

^yPQ.zdz,  VZ=\zdV  =  yPQ\^'dz  =  yPQ/-~^  und  F=  \dV  = 

r*i  -^* ^^ 

=  yPQ  \zdz=  yPQ .  — ^- —  ist.  Die  Division  der  beiden  letzten  Gleichungen 

J  So 


'0 

lehrt,  dass 


„       2  z,'-  Zo'  ,, . 


also   Z  von   den   Parametern  P  und   Q  völlig  unabhängig  ist.     Für   das 
durch  einen  Schnitt  im  Abstände  j  =  c  abgetrennte  Segment   des  Paraboloids 

ist  r<,  =  0  und  Zi  —  c  zu  setzen,  so  dass  dann  Z  =  -^-  c  wird. 

Es  unterliegt  keinen  Schwierigkeiten,  auf  gleiche  Art  nachzuweisen,  das.s 
nach  der  Formel  (6)  auch  die  Lage  des  Schwerpunktes  tllr  eine  Platte  (bezw. 
ein  Segment),  die  durch  zwei  beliebige  parallele  ebene  Schnittflächen  aus  dem 
Paraboloid  herausgeschnitten  ist,  bestimmt  werden  kann,  wofern  nur  als  <?- Achse 
die  die  Mittelpunkte  dieser  elliptischen  Schnittflächen  verbindende,  zur  früheren 
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z- Achse  parallele  Gerade  (d.  i.  der  den  Schnittflächen  conjugierte  Diameter)  md 
als  Anfangspunkt  0  des  schiefwinkeligen  Achsepsystems  der  Durchschnittsponkt 
dieser  Geraden  mit  dem  Paraboloid,  femer  also  als  a;y-£bene  die  das  ParabokiÜ 
in  diesem  Punkte  0  tangierende  Ebene  angenommen  wird. 

Der  Schwerpunkt  eines  Kugelsectors  (KugelansBchnittes), 
der  durch  Rotation   eines  Kreissectors  OÄCB  (Fig.  161)   um  seine 

Mittellinie  OC  entsteht,  li^ 
zunächst  in  der  Symmetrie- 
achse 0  (7.  Theilt  man  die  dem 
Kugelsector  zugehörige  Ca- 
lotte  in  lauter  gleiche  unend- 
^  lieh  kleine  Flächeneiemente. 
so  können  diese  als  Grund- 
flächen von  Kegeln,  bezw.  Py- 
ramiden, deren  Spitze  0  ist,  an- 
genommen werden.  Bekann^ 
lieh  sind  die  Schwerpunkte 
aller  dieser  elementaren  Kegeln, 

aus  denen  der  Kugelsector  besteht,  in  einer  Calotte  acb  gelegen,  deren 

3 

Radius  Oa  =  —  R  ist,  wenn  R  den  Radius  OÄ  bedeutet,  und  es  lässt 

sich  dann  auf  dieselbe  Weise,  wie  dies  beim  Kreissector  geschehen 
ist,  nachweisen,  dass  der  gesuchte  Schwerpunkt  identisch  ist  mit 
dem  Schwerpunkte  dieser  Calotte  ac6,  der  bekanntlich  der  Mittel- 
punkt S  ihrer  Achse  ce  ist.    Es  ist  sonach  OS==Oc  —  Sc  =  Oa  — 


_  1        _  -^  /)  j 

2  ■''^~  4    ^^^        2  •  4 


Ist  die  Höhe  CE  der  dem  Kugelsector  OACB  zugehörigen 
Calotte  durch  H  und  der  Abstand  0  E  ihrer  kreisförmigen  Basis  von 
dem  Kugelcentrum  durch  D  bezeichnet,  so  ist  sonach 


O 


0,S'  =  Z=^7?-;-.^ 


.H=  J  [2R  —  H-\ 


I  [li  +  D]- 


Ist  2  a  der  Offnungswinkel  des  Kugelsectors,  so  ist  D  =  if  ms  c, 

3  3  a 

also  Z  =       Jt  (1  H-  cos  a)=    .    R  cos-  -^.     Für  eine  Halbkugel  ist 

D  -  U.  also  OS  =  Z  =   'J-  R. 

o 

Da  die  Fläclie  /'  dor  Ba}?iscalutte  dos  Scctors  dem  Producte  aus  dem  L'm- 

tant^a»  'Ji^T  dos  ^^rüüten  Ive^rolkrcises  in  die  Höhe  E=  R  —  R  coft  cc  =  R  (1— cosc 

der  Calotte  ^Lrieieli,    alj?()  durch  /--  2/i^^t(1 — cos  fj)    bestimmt    ist,    so  i>t  da-^ 

12 
Vdluin  V  des  Ke^^alsectors   V  —  --  fR  =    ^  R"  n  (1 — cos  et)   und    denmaeli  d:i> 

O  b 

Seliwerpunkt.'^nionient  de.s  Kegelseetors  VZ  =  —  jR'  t  (1  —  cos'  «)  =  —  n  R^sin'a 

4  4 

Es  i^t  demnach  das  Seliwerpunktsmoinent  des  von  einer  Kegelfläche  (mit  dem 
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Ö£fnuDg^winkel  2a  und  der  Spitze  0)  und  zwei  conceutrischen  Kugelflächen 
(mit  den  Radien  R  und  r  und  dem  Centrum   0)  begrenzten  Sectors  einer 

Kugelschale  der  Differenz  —  TT  (E' —  H)  (1  — cos*«)   gleich   und   das  Volum 

2 
derselben  —  n  (B*  —  r*)  (1  —  cos  a),  also  der  Abstand  des  Schwerpunktes  dieses 
o 

Sectors  vom  Kugelcentrum  durch  den  Quotienten  der  beiden  letzten  Ausdrücke, 

3  jj< r* 

d.  i.  durch  -^r  >-». ?  (1  "*-  cosa)  bestimmt.    Flir  den  von  zwei  Kegelflächen 

8  JK*  —  '■^       .. 
mit  der  Spitze  0  und  den  Öffnungswinkeln  2  a  und  2  «o  und  den  früheren  beiden 

conceutrischen  Kugelflächen  begrenzten  Kaum  ist  ebenso  das  Schwer- 

pnnktsmoment  —  n  (R^  —  r*)  {cos'  cto  —  cos'  a)  und  das  Volum  desselben  ist 

2 

—  n  (R^  —  r*)  {cos  ao  —  cos  a),  also  ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Kugel- 

*»  3  12' H 

centrum  der  Quotient  —  ^3—^  (co«  et«  -}"  co«  k)  dieser  beiden  letzten  Ausdrücke. 

Um  auf  graphischem  Wege  den  Schwerpunkt  des  oben  behandelten  Sectors 
einer  Kugelschale,  der  durch  Drehung  eines  ebenen  Kreisringsectors  (Kreisbandes) 
um  dessen  Symmetrieachse  entsteht,  und  der  als  eine  Differenz  V—  v  zweier 
Kugelsectoren  V  und  v,  deren  Radien,  wie  oben,  R  und  r  seien,  angesehen 
werden  kann,  zu  erhalten,  bestimmt  man  auf  die  früher  erwähnte  Weise  die 
Schwerpunkte  S  und  s  der  beiden  Kugelausschnitte  V  und  v  und  gehe  im  übrigen 
genau  so  vor,  wie  dies  bei  der  graphischen  Schwerpunktsbestimmung  für  eine 
abgestumpfte  Pyramide  erläutert  wurde,  indem  auch  hier  bekanntlich  v:V=  r'iR' 
ist,  also  die  dort  angewendeten  Zeichen  A  und  a  hier  die  Bedeutung  A  =  Ry 
a  =  r  haben.  Da  femer  als  Winkel  (p  (S.  518)  der  halbe  Mittelpunktwinkel  a 
der  Kugelsectoren  und  S M=  r  angenommen  werden  kann,  so  kann  man  die 
Antiparallelen  in  den  innerhalb  des  Winkels  «  gelegenen  Kreissector  verzeichnen, 
wodurch  sich  die  Construction  vereinfacht. 

Der  Schwerpunkt  eines  von  einer  Umdrehungsfläche  (S.  509, 
Fig.  150)   und   zwei   zur  Umdrehungsachse  Ox  senkrechten  Ebenen 
ÄaÄ'  und  B ßB'  eingeschlossenen  Umdrehungskörpers  (Rotations- 
körpers) ist  zunächst  in  der  Achse  Ox  gelegen,  da  diese  eine  Sym- 
metrieachse ist.     Denkt  man  sich  den  Rotationskörper  in  ähnlicher 
Weise  in  unendlich  kleine  Volumelemente  dV  zerlegt,   wie  dies  in 
Fig.  156  geschehen  ist,  so  können  diese  als  senkrechte  Kreiscylinder 
von  der  Höhe  mn  =  dx,  ferner  kann  y  =  Mm  als  der  Radius  der 
kreisförmigen  Querschnittsfläche  /*  und  der  Fußpunkt  m  der  Ordinate  y 
(der  Kreismittelpunkt)  als  der  Schwerpunkt  des  Volumelements  dV 
angesehen  werden,  so  dass  in  Gleichung  (4)  (S.  514)  ^  =  x  und 

dV  =  /*.  dx  =  y^ 7t .  dx 

gesetzt  werden  kann  und  nach  Gleichung  (4)  auf  S.  514 


VX  =    xdV=  \x  .  y^7t  dx  =  n  \xy-  dx 

•'  J  Xn  •/   Xn 


V=\dV=\y^7T  .dx  =  n  Axfdx 


(3) 
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welche  wiederum  den  ersten  Sehenkel  in  einem  Punkte  P  schneidet,  für  wekka 

offenbar  ^  =  (■«  —  x)  '  ^^  ^®*' 

Wenn  man  also  der  letzten  Proportion  zufolge  aus  denselben  Gründen, 
wie  sie  schon  bei  wiederholten  Constructionen  auseinandergesetzt  wurden,  in  S 
und    S'  Parallele   zieht   (etwa   senkrechte   zur  Greraden   SS)   und   auf  diesei 

Parallen  nach  derselben  Richtung  die  Strecken  SM^  CF=  1  JB 5-  |.-=^md 

S'M'  =  R  — ö"  aufträgt,  so  schneidet  die  Gerade  M  3f,  welche  die  Endpunkte 

dieser  Strecken  verbindet,  die  Schwerlinie  S'  S  in  dem  gesuchten  Schwerpunkte  1 
der  körperlichen  Kugelzone. 

Dieselbe  Construction  lässt  sich  auch  auf  die  Bestimmung  des  Schwer- 
punktes der  Zone  eines  Ellipsoids,  deren  Achse  in  eine  der  Hauptachsen,  z.B. 
2  0,  fallt,  in  Anwendung  bringen,  da  fltr  dieselbe  zufolge  der  Formel  (bl  anf 

S.  506,  V=-n.^H*  (c— y)  und  V'=7i.-^  H'»  ^C-^1    u.  s.  w.  i*t 
Man  hat  nur  bei  der  früheren  Construction  R  durch  die  Halbachse  C  zu  ersetwn. 

Für  ein  Kugelsegment  (Kugelabschnitt)  von  der  Höhe  H, 
dessen  kreisförmige  Basis  den  Radius  r  hat,  hat  man  in  den  Formeln 
(6)  yi  =  0  und  y^  =  r  zu  setzen,  so  dass  X  und  der  Abstand  d  de§ 
Schwerpunktes  S  von  der  Basis  gegeben  ist  durch 

2    ]Er(3r^  +  iF)'  2  \ff^  +  3r^       •■ 

Setzt  man  in  (5)  xo'=  R  —  H  und  xi  —  R  oder  in  (7)  aus  bekannten 
Gründen  r*  =  H{2R  —  H),  so  gelangt  man  zu  der  schon  aus  der  letzten  Glei- 

chung  (b)  auf  S.  526  sich  ergebenden  Formel  X  =  —  -.-^r =/-,    zu    welcher 

man  übrigens  auch  auf  elementarem  Wege  sofort  gelangen  kann,  wenn  man  da? 
bekannte  Bchwerpunktsmoment  des  entsprechenden  Kugelsectors  in  Bezu«:  anf 
die  zur  Symmetrieachse  senkreclite  Ebene  (die  durch  das  Kugelcentrum  0  zn 
legen  ist)  gleichsetzt  der  Summe  aus  dem  zu  suchenden  Schwerpunktsmoiuente 
des  Kugelscgments  und  aus  jenem  des  entsprechenden  Ergänzungskegels. 

Für  eine  Halbkugel  ist  x^,  ==  0,  xj  =  7f,  ?/^  =  r  =  Jf,  yj  =  (K 
H  =  R  zu  setzen,  so  dass  zufolge  (5)  und  (6) 

X  =  d  =  -l  }{  ...  (8) 

8 

ist. 

Für  die  Zone  eines  durch  Rotation  einer  Parabel  um  ihre  Achse 
erhaltenen  Rotation sparaboloids  ist,  wenn  man  den  Coordinaten- 
anfangspunkt  in  den  Scheitel  verlegt  und  voraussetzt,  dass  die  Zone 
durch  zwei  zur  Achse  senkrechte  Ebenen,  die  von  dem  Scheitel  die 
Entfernungen  x„  und  ./•;  haben,  begrenzt  wird,  y^  =  Px  zu  setzen, 
wo  F  den  Parameter  der  erzeugenden  Parabel  bedeutet.  Es  ist  somit 
nach  (3) 


F  =  \dF=\y(f).ds^^.\yd8 

Ist  ferner  S  der  Schwerpunkt  der  ebenen  Meridiancaire  11 
nnd  F:=  Ss  sein  normaler  (positiver)  Abetand  von  der  2-Achse.  m 

ist  nach  Glciehung  (3)  auf  S.  482  L.Y=  \  yds,  somit  F  =  iJf 

Beschreibt  nun  der  Schwerpunkt  S  bei  der  Erzeagnng  der  BoUtiont- 
flache  den  Weg  Sa  (Fig.  156),  so  ist  Sä  =Ss.qi  =  Y^,  dik 
F  =  L.Sa,  d.  h.  die  Größe  der  Umdrehnngsfläche  F  ist  stets  gleid 
dem  Producte  aus  der  Länge  L  der  Meridiancurve  in  den  Weg  Sir. 
den  der  Schwerpunkt  dieser  Carve  bei  der  Erzeugung  der  Fläche  f 
zurttcklegt. 

Fl(.  lU. 


Es  sei  anderseits  ABCD  (Fig.  162")  eine  ebene,  von  den  be 
liebigen  Curveu  ,-l-B  und  (?/>  und  zwei  zur  ,r- Achse  (Rotationsachse  i 
senkrechten  Geraden  AG  und  BD  (die  auch  Null  werden  kimpeii' 
begrenzte  Flüche  F,  deren  Schwerpunkt  S  den  nach  der  Gleicbong 
( 6)  auf  S.  5ü0  bestimmbaren  (pi>aitiven)  Abstand  Y  von  der  .c-Ach« 
hat,  und  es  rotiere  diese  Flüche  um  die  diese  Fläche  /■'  nichl 
schneidende  j:-Achse  um  den  Winkel  <f,  wobei  der  Schwerpunkt  > 
den  Bogen  Sa  —  Y.tf  und  das  dem  beliebigen  Punkte  .V  Jer 
Fläche  /•'  benachlmrte  Fliiehenelement  dF  ein  Volumelemeni  d^' 
beschreibt,  das.  wenn  .1/»  der  Weg  des  Punktes  M  ist,  durch 
<]V  =  Mu.iiF  =  i^tf.dF  bestimmt  ist,  wo  i;  ^  .Um  die  ipositive) 

,V  -F 

Ordinate  des  Punktes  -V  ist.     Es  ist  dann  T  ^  |  (/F=  I  t;y  .(?>  = 

i'F  rF 

=  q>Ar,(IF.  Nun  ist  zufolge  der  Gleichung  (3)  auf  S.  486  U  d  F  =  f  1'. 


550  Capitel  IX. 

Xo,  To,  Zo,  die  orthogonalen  Componenten  des  Achsendrnckes  P«,  bezw. 
To^-i  also  durch  —  Xo,  —  F^,  —  Z«,  bezw.  —  X^,,  —  lo.,  —  Z^,^  jene 
der  Lagerreactionen  —  Po,  bezw.  —  Po,,  femer  durch  Px  Py  P,  jene 
einer  beliebigen  äußeren  Kraft  P,  schliesslich  durch  X/ 1/  Z/  jene 
der  Fliehkraft  bezeichnet,  so  ist 

X/  =  J".  cos  (f  =  wr ti;^.  —  =  ma;.  i^;^,  1/  =  jP.  sin  y  =  mrtr^.  ■    = 

=  my.w^  und  Z^  =  0,  daher,  wenn  ?i/^  die  Schwerpunktscoordi- 
naten,  Mi^\  Mf\  J^P  die  Momente  der  Fliehkräfte  bezüglich  der 
Achsen  bezeichnen, 


(1) 


2Yf=  2  (myw^  =  tc^. 2my  =  Mtjic^ 
2Zf  =  Q 

2Mr=  2  {yZj—  zY})  =  -  vc^2  {myz) 
2M^P=  2{zXf  —  x  Zf)  =  %o^2(mzx) 
SMf^=S{xYf  —  yX/)  =  Smw-(xy  —  yx)=:^0 

Ferner  sind  die  Componenten  der  Kraft  T 

_  dv        f     ,   n^  y 

Xi  =  —  *»"j7  cos  I  y  +  9-  I  =»Mry.si»  tp  =  mry.-^  ==my.y 


„  dv    .    f     .    fr'\ 


mry.  cos  q)  =  —  mry.  —  =  — mxy 


Zt  =  0,  somit,  wenn  Mi^\  M^y^\  MP  die  Momente  der  Kräfte  T  be- 
züglich der  drei  Achsen  bedeuten, 


2Xt  =  2  (nty.y)  =  y.2my  =  2Irjy 

2Yt  =  2  ( — mxy)  =  —  y.2mx=  —  31  ^y 


(2» 


IZt  =  0 

2M^P=  2  iyZt  —  zYt)  =  —  J  {—mxy,z)  =  y.2  (msx) 
23tp=  I  {zXt  —  xZt)  =  3  {myy.  z)  =  y.  -2"  (myz) 
3.1/*/'=  2  (xYt-yXt)  =  -:2my  {x^  +  r j  =  -/•  2  (mr^) 

Die  Momente  der  Kraft  —  Fo  sind  Null,  weil  der  Angriffspunkt  0 
derselben  der  Durchschnittspunkt  der  drei  Achsen  ist  und  die  Mo 
mente  ^f'x  31',,  31%  der  Kraft  —  Fo-  bezüglich  der  drei  Achsen  sind, 
da  dem  Punkte  0'  die  Coordinaten  (0,  0,  iV)  zukommen, 

3/'^=  (0.  —  ZoA  —  (d.  —  Yo?j=^d,Yo,  \ 

3/',,  =  (rf .  —  AV)  —  (0 .  —  Zo)  =  —d,  Xo.     \     (3) 

31',  =  0  ) 

Da  nun  nach  d'Alembert's  Princip  2'X  =  0,  37=0,  :?Z==0 
u.  s.  w.  ist,   so  muss,   wenn  man  die  Werte  aus  (1),  (2),  (3)  berück- 
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jrleichnngen  (4)  nach  der  Zeit  zu  integrieren  und  die  Integration  zwischen  den 
jrrenzen  t  und  t-\- dt  auszuführen. 

Die  zwischen  diesen  Grenzen  genommenen  Integrale  TT^'^  =  I  X«'  dt^  77y"'^= 
=  I  Yo'  dtj  T7Ü*"^  =  I  Zo'  dt  bestimmen  dann  die  Componenten  des  Stoßimpulses  77«,' 
auf  den  Zapfen  O'und  die  Integrale  77J*'^=  i  Xodt,  77^*'^=  {Ycdt,  ni;*'^^^  \Zodt  die 

Componenten  des  Impulses  77©  auf  den  Zapfen  0.  U»=  l  Pm  dt,  7T^  =  \  Py  dt,  TT,=s 

=  I  P«  c2t  sind   die  Componenten   des  im  Punkte  xyz  thätigen  Impulses   der 

Kraft  P.  Die  bei  der  Integration  der  Gleichungen  (4)  sich  ergebende  Zeitintegrale 
der  Kräftemomentensnmmen  Mw  M^  M»  lassen  sich  auch  folgendermassen  aus- 
drücken: Es  ist  das  zwischen  den  Grenzen  t  und  t-^-Jt  genommene  Integral 

j  M,dt=  l-r3fi^dt=  jjS'(yP.  —  irPy)<l«  =  2:[y  JP.  el<  — xr  jPy  dt']=^ 

=  2:[y  77,  —  z  IT^']  dt==  ^^x '  *^8^  gleich  der  Summe  der  Momente  der  Impulse 
aller  äußeren  Kräfte  bezüglich  der  x-Achse,  die  durch  ^x  bezeichnet  sei.    Ebenso 

ist  I  My  dt  =  ZM^^  =  fiy,  \}&,  dt  =  ZM^J^==  ,u,;  femer  ist,   wenn  man  den 

Rotationswinke],  der  den  Radiusvector  des  beliebigen  Punktes  m  zur  Zeit  t  mit 
der  Lage  desselben  Radius  zur  Zeit  Null  einschließt,  durch  <p  bezeichnet,  w  — 
^t  +  Jt     ^(f  +  Jip 

=  -^,  daher  j  ut*  dt  =  |  tr.d^;  es  ist  sonach  dieses  Integral,  wenn  man  durch 

"^  t  ^  (fi 

FF  den  größten  —  jedenfalls  endlichen  —  Wert,  den  die  Winkelgeschwindigkeit 
n  dem  ungemein  kleinen  2^itelement  Jt  annimmt,  bezeichnet,  sicher  kleiner 
ils  W,^(p,  somit  kann,  da  die  Änderung  J(p  des  Rotationswinkels  in  dem  Zeit- 
älement  Jt  nur  ungemein  gering  sein  kann,  das  letzte  Integral  und  auch  das  Product 
iu8  demselben  und  aus  irgend  einem  der  constanten  Factoren  von  tc*,  die  in 
len  Gleichungen  (4)  vorkommen,  gegen  die  anderen  Glieder  beim  Übergange 
SU  den  Grenzwerten  vernachlässigt  werden.    Schließlich  ist  zu  berücksichtigen, 

t  +  Jt  ^^  +  ^i     ^w  +  Jw 

dass  y  =  -j-,  daher  l  /d*  =  |  -rrdt  =  \dw  =  Jw  ist.     Es   führt   sonach   die 

^t  ^t  ^^ 

auf  das  Zeitintervall  Jt  ausgedehnte  Integration  der  Gleichungen  (4)  nach  der  Zeit 
zu  folgenden  Gleichungen  für  die  Componenten  des  Impulses  iTo'  und  fTo  und  für 
die  Momenteusumme  /Ug 


d    '  d 

Tj(o')__       f^x         .       Z{mzx) 
^  d  d 

77f  +  nf^  ^zu, 

fix  =  J  w,Z(mr^)  =  Jz,Jw 


)  (6) 
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(siehe  S.  576),  der  Schwingungsmittelpunkt  C  (siehe  §  98),  der  Mittet 
punkt  des  Druckes  (siehe  §  104)  u.  s.  w.,  spielen  in  einigen  folgendes 
Auseinandersetzungen  eine  wichtige  Rolle.  Betreffs  der  Bestimmim^ 
jener  Achsen  a  des  Körpers,  für  welche  die  reducierten  Längen  h 
den  gleichen  Wert  haben,  und  jener  Achsen,  fttr  welche  dieselbe 
ein  Minimum  ist,  u.  s.  w.  sei  hingewiesen  auf  §  98. 


§  93.  Trägheitsellipsoid.  Trägheitshauptachsen.  Centralellipsoid. 

Es  sei  0  (Fig.  167)  ein  beliebiger  Punkt  des  Körpers,  ferner 
Ox,  Oy,  Oz  drei  beliebige  durch  0  geführte  orthogonale  Coordinaten 
achsen  von  unveränderlicher  Lage  gegen  den  starren  Körper  und 
Oa  eine  beliebige  Achse,  deren  Richtungswinkel  gegen  die  Coor- 
dinatenachsen  aßy  sind,  und  bezüglich  welcher  das  Trägheitsmoment </< 
des  Körpers  zu  berechnen  ist. 

Fig.  167. 


Sind  Öi  ==  X,  kl  =  y^  Im  =  z  die  orthogonalen  Coordinaten 
eines  beliebigen  Massenpunktes  von  der  Masse  m  und  mn  =  r  der 
senkrechte  Abstand  desselben  von  der  Achse  Oa,  ist  femer  Öni=^R 
und  On  =  d,  so  ist  offenbar 


r2  =  E2_^2 


(1) 


Nun  ist  (siehe  Fig.  164)  B-  =  x^  +  r^^  =  x^  +  y^  +  z^  und 
die  orthogonale  Projeetion  d  der  Strecke  Om  auf  die  Achse  a 
gleich  der  Projeetion  des  denselben  Anfangspunkt  0  und  denselben 
Endpunkt ^?  besitzenden  Polygonalzuges  Oklm,  dessen  einzelne  Theil- 
strecken  Ok  =  x,  kl  =  y,  lm  =  z  auf  die  Achse  a  die  Projectionen 
xcosa,  ycosß,  zcosy  hahen,  daher  ist  d  =  xcosa  +  y  cosß -i- zcos'^. 
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i^h«  es  ist  stets  das  Volum  V  eines  schief  abgeschnittenen  Cylinders 
imas)   gleich    dem    Producte    aus    der   senkrechten   Qnerschnitts- 
_^   Liehe  F'  desselben  und  dem  Abstände  C  der  Schwerpunkte  s  und  s 
^^^ä8«r  beiden  Basisflächen. 

Dass  dieser  Satz  auch  für  den  Fall  Giltigkeit  hat,  in  welchem  keine  der 

.Sasisflächen  auf  der  Erzeugenden  des  Cy linders  senkrecht  steht,   ergibt   sich 

-M/DioTt,  wenn  man  eine  mittlere  senkrechte  Querschnittsfläche  F'  annimmt,  durch 

"Welche  V  in  zwei  Theile  Vi  und  V»  getheilt  wird;  es  ist  dann  nämlich  V=  Vi-^ 

-  -+  Tt  und  daher  zufolge  (f )  F  =  F'  Ci  +  F'  Ci  =  F'  (Ci  +  C*)  =  F'  C 

Der  Schwerpunkt  S  des  Volums  V  ist  zufolge  des  letzten  Lehrsatzes  d) 

•nf  S.  471  gelegen  in  jener  durch  die  o?- Achse  gelegten  Ebene  Fy  welche  irgend 

eine  Seitenkante  des  Volums  V  halbiert,  da  diese  Ebene  F  für  alle  zur  ^r- Achse 

parallelen  Sehnen  des  Volums  V  eine  Diametralebene  ist;  es  ist  sonach,  wenn 

oimii  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  8  des  Volums  V  durch  x^y'^z,  und 

^en  Neigungswinkel  der  Flächen  F  und  F'  durch  a  bezeichnet,  ^»  =  -„-  y*  •  tg  «. 

-Der  Schwerpunkt  des  Volumelements  d  V  hat  offenbar  die  Coordinaten  a;,  y\  -^ , 

"^nd  zwar  ist  z  =  y  ig  a  und  nach  Gleichung  (4),  S.  514 

F.x.=  la;.dF=  ja;-gr.dF'=  \x  .y' tg  a  .dF' ^tg  a  Axy'.dF' 

p.,;=j-,-..r.p,..P-.p.,-„...r=„..p...r.  1    « 

y.z.=  \^.dV=^\z'.dF'=--^tg'a,W 

Dividiert  man  diese  Gleichungen  durch  die  Gleichung  (f),  nachdem  man 
in  derselben  C  =  rf  ig  a  gesetzt  hat,  so  findet  man,  wenn  man  die  letzte  Glei- 

fshung  auf  S.  583  berücksichtigt  und  das  Trägheitsmoment  J  y  '  dF'  der  Fläche  F' 


y 


l)eziiglich  der  rr- Achse  durch  i'x,  ferner  deren  Trägheitshalbmesser  in  Bezug  auf 
die  Hauptcentralachsen  X' und  Y'  derselben  durch  (»jp  und  qt*  und  {xX')  durch 
A'  bezeichnet, 

fxy'dF'        ,,     .      .,  .,  (>2-'— (»JT* 

= ^r  ~. —  =  I  +  stn  ^  cos  A j^ — 


1       ,       .  1         t,'  1      Qx'' 

Z0=-^y.-tga=~  -j^  .tga  =  ~  ---  tg  a 


)    (h) 


Setzt  man  in  allen  diesfen  Formeln  aus  bekannten  Gründen  y  —  y  cos  a, 
V  =^  V  cos  a,  y't  =  y» . cos  a,  dF'=  d F.  cos  «  u.  s.  w.,  und  berücksichtigt  man 
die  Gleichungen  (c)  auf  S.  583,  (6)  auf  S.  564  und  (7)  auf  S.  582,  so  findet  man 
die  analogen  Gleichungen 

fxydF       ^   ,     .      .          ^  qt*  —  Qx* 
X,  =  - — ~ =  ^  +  sin  A  cos  A  -^ ^ — 

^'^  "^  }    (i) 

fy'dF         u  Qx'        ,  ,    Qx'cos'A  +  Qr'sin'A    '     ^^ 

y'=  -F^  =  -i^rf  =  T  =  ^-  =  ^+ ^ 

wo  gx  nnd  qt  die  Trägheitsradien  in  Bezug  auf  die  in  der  Ebene  der  Fläche  F 
g^elegenen  Schwerpunktshauptachsen  X  F  der  Fläche  JP bedeuten  und  (xX)  =  Ä  ist. 
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Dieselben  Werte  (i)  würden  sich  ergeben,  wenn  die 
beiden  Flächen  F  and  F\  d.  i.  die  x- Achse,  nicht,  wie  hier  angCMMUMi  ««ti 
auf  der  Erzeugenden,  d.  i.  der  ^- Achse  senkrecht  stfinde,  wcbb  jedoA  «id^| 
wie  früher,  die  y-Achse  in  der  Fläche  F  senkrecht  zur  jp-Aelue 
würde. 

Die  Gleichungen  (i)  lehren,  wenn  man  dieselben  mit  den  Gkiehmgei  Ivj 
AnmerknDg  1  zusammenhält,  dass  für  jenen  Punkt  C  der  jr-Aehse,  tSaSA  kä\ 
Durchschnittslinie  der  beiden  Flächen  F  und  F*^  dessen  Coofdiamten  (x^i,^' 
sind,  d.  i.  für  die  orthogonale  Projection  jenes  Punktes  A  der  FEMie  F,  mJ 
welchem  die  zur  Erzeugenden  der  Cylinderfläche  parallele  Schwerponkiafhi 
des  Volumens  V  die  Fläche  F  schneidet,  die  x- Achse  eine  Hanptadiie  te 
Fläche  F  ist,  während  die  Entfernung  y,  =  CA  des  Punktes  A  Ton  der x-^Am 
der  reducierten  Länge  U  der  Fläche  F  in  Bezug  auf  diese  x- Achse  gleiefa  ii: 
es  ist  mit  anderen  Worten  A  identisch  mit  dem  Druckmittelpunkte  (Stofimitnl' 
punkte)  der  Fläche  F  bezüglich  der  x- Achse,  und  da  dies  anch  fiir  die  zweite 
Fläche  giltig  ist,  so  hat  man  nur  jene  Druckmittelpnnkte  A  und  A  iti 
beiden  Flächen  F  und  F\  die  der  Durchschnittslinie  Ox  die»« 
Flächen  entsprechen,  zu  verbinden  und  diese  zur  Erzeugenden  der 
Cylinderfläche  parallele  Gerade  AA'  zu  halbieren;  der  Mittelpunkt  di^ 
ser  Geraden  AA  ist  der  Schwerpunkt  S  des  Volums  F.  Diese  Be^ 
hat  allgemeine  Giltigkeit,  mag  die  Durchschnittslinie  der  beiden  Grundflächet 
F  und  F'  auf  der  Erzeugenden  der  Cylinderfläche  senkrecht  stehen  oder  ntebi 

Wie  manx«  undy,  mittels 
Fig.  170.  der    Trägheitshalbmesser   der 

Y  Fläche  F  berechnen  kann,  er- 

sieht man  aus  (i). 

Anmerkung  4.  Um  taf 
constructiTem  Wege  ans  dfi 
irgend  einem  Punkte  A  der 
ebenen  Fläche  zugehörig« 
Hauptträgheitsmomenten  i,  = 
=  Z  {ff)  und  fy  =  2:  ifx''  der 
Fläche  und  aus  der  I-a^e  i 
und  y  der  Trägheitshaapt- 
achsen    die    TrägheitsmomeDte 

tx  =  ^{fT'y,  ir  =  :r(/j':. 

und  das  DeviationsmomeDt 
2:(fX  Y)  für  zwei  andere  ge- 
gebene durch  den  Punkt  i 
gelegte  orthogonale  Achsen  X 
und  Y  zu  bestimmen  —  und  um 
y.  auch  umgekehrt  aus  ix  *r  ond 
^  Z  (fX  Y)  für  die  gegebenen 
Achsen  X  und  Y  die  La^e  der 
Trägheitshauptachsen  x  und  y 
und  die  Hauptträgheitsmomente 
tx  und  iy  zu  ermitteln,  dafür 
gibt  es  mehrere  Methoden,  von  welchen  dem  Verfasser  als  die  einfachste  die 
von  Prof.  Land  herrührende  erscheint.   Dieselbe  besteht  in  folgendem  Verfahren: 

Im   ersteren  Falle   trage   man   aut   der  gegebenen  Achse  Y  in  der  als 
positiv  angenommenen  Richtung  von  A  aus  jene  Strecke  AB  auf,  deren  Miß- 
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Fig.  171. 


36.  Trägheitsmomente  und  Hauptachsen  besonderer  homogener 

ebener  materieller  Linien. 

Bei  einer  materiellen  geraden  Linie/einem  dünnen  Stäbchen) 
(siehe  S.  570)   eine  jede  Normale  in  irgend  einem  Punkte   der- 
ben  eine    Hauptachse    für   diesen  Punkt;    denn   nimmt   man   die 
iterielle  Gerade  als  a;-Achse  eines  orthogonalen  Achsensystems  an, 
ist  für  jeden  Punkt  der  Geraden  y  =  0  und  ir  =  0,  daher  2mxjs;  =,0, 
ynxy  =  0,  2myjs  =  0.     Da  ferner  Jx  =  2in  {y^  -|-  ^gr^)  =  0  wird, 
Ist  die  in  die  a;- Achse  fallende  Achse  des  Trägheitsellipsoids  oo, 
geht  also  das  Trägheitsellipsoid  eines  jeden  Punktes  der  Geraden 
eine  senkrechte  Kreiscylinderfläche 
er,   deren  Achse   die   materielle   Ge- 
le ist. 

Für  irgend  eine  durch  den  Mittel- 
jikt  S  (Fig.  171)  der  als  homogen 
rausgesetzten  geraden  Linie,  deren 
Inge  ÄA'  =  1  und  deren  constante 
leare  Dichtigkeit  fii  sei,  geführte 
shse  s,  die  unter  dem  Winkel  a  gegen 
e  Gerade  geneigt  ist,  ist  das  Träg- 
dtsmoment  dJs  der  im  Elemente  dx 
jfindlichen  Masse  d3I  =  ^i,  dx,  wenn 
die  Entfernung  dieses  Elementes  von 
)Y  Achse  s  und  x  dessen  Entfernung  vom  Schwerpunkte  S  bedeutet, 
'Stimmt  durch  dJs  =  r^.dM  =  r-,in,dx  =  x^ sin^ a.fiidx,  daher 
IS  Trägheitsmoment  Js  der  ganzen  Linie 


=  \dJs  =  i-ii .  sin-  aAx'dx  =  ^iisin^a  •  (  ö"  ^  )    =  12  ^'  '^  ^*^^  " 


id  31=  fii  .1  die  längs  der  ganzen  Linie  vertheilte  Masse,  daher 


(1) 


l 


emid=-^.sina    (Fig.   171)    die    Entfernung    eines    der   beiden 

ißersten  Punkte  J.,  Ä'  von  der  Achse  s  bedeutet. 

Die  Gleichung  (1)  lehrt,  dass  man  sich  behufs  der  Bestimmung 
5S  Trägheitmomentes  Jl  bezüglich  irgend  einer  Schwerpunkts- 
ihse  s  in  irgend  einem  der  Endpunkte  Ä  und  Ä'  den  dritten 
heil  der  Masse  31  der  Linie  vereinigt  zu  denken  hat,   denn 

äs* 
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Wendet  man  nämlich   die  in  den  Gleichungen  (d)  und   (e)   auf  S.  589 
in  Fig.  172  gebrauchte  Bezeichnung  an,  so  ist  zufolge  (3a)  (»r»  =  —  Z», 

1  A 


Tt  —  ri 


er  Qx'  —  0,  «tn  A  =        .  '",  co8  A  =  -y-,  |  =  -^,  ij  =  '*  l^  ",  daher  zu- 


l 


2' 


2 


e  der  erwähnten  Gleichungen  (d)  und  (e) 


Fig.  172. 


.>rX 


=  :?    2  ff  +  ^i     7,  —  A  ^***y     ri*  +  *'i  ^*  +  *•** 
3  '    ri  +  ri    '  3       (p     '         u-^-rt 

Der  Wert  des  a  stimmt  mit  der  entsprechenden  Gleichung  (1)  auf  S.  508 
rein. 

Für  einen  Sector  der  Mantelfläche  eines  volleu  Kreiskegels  ist  n  =  0, 

=  JR,  also  a  =  -^  H.  h  =  -jr  B ^  zu  setzen:  für  den  Theil  einer  senk- 

ö           y                         j^                8in  (fi 
iten  Kreiscylinderfläche  ist  ri-=  rt  ^  B,  also  a  =  -^,  6  =  Ä ^  u.  s.  w. 

Das  Trägheitsmoment  Jy 
3S  homogenen  Kreisbogens 
?  (Fig.  145,  S.  484)  in  Bezug 
den  mittleren  Radius  0  C  (die 
chse),  der  zugleich  als  Sym- 
irieachse  eine  Schwerpunkts- 
iptachse  darstellt,  und  das 
^heitsmoment   Jx   in    Bezug 

die  im  Kreismittelpunkte  0 

0  C  senkrechte  a:-Achse  lässt 
1,  wenn  die  Bezeichnung  der 
;.  145  beibehalten  wird,  leicht 
^endermaßen  bestimmen.    Es 

i   die   Trägheitsmomente   dJx   und   dJp   der    im   Bogenelemente 
=  r,dq)  enthaltenen  Masse  dM  bestimmt  durch 

z  =  y^'  dM=y^.^iids=^r^co^q> .  fii,rdq>  =  r^(ii. ^ .dq> 

y  =x^.dM^ x^.  fiids  =  r^sin^q> ,  (ii.rdg)  =  r^fii . ^ -  dq> 

3it 

=jdJx  =  ~p^d(p  +  ^.p^sJ(p,d{2^^^ 
=  (dJy  =  ^[ijdq>—^(cos2(p.d{^ 
=  \dM=\^ii,rdq)  =  ^i.r.2a 


>.r 


Bestimmt  mau  [ii  aus  der  letzten  Gleichung   und   substituiert 
sen  Wert  in  die  früheren  Gleichungen,  so  findet  man: 
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Theilt  man  die  Fläche  F  des  Kreises,  beziehungsweise  Kreis- 
ringes  in  lauter  concentrische  ungemein  schmale  Kreisringe  dF 
(siehe  Fig.  173),  die  von  Kreisen  mit  den  Radien  r  und  r  +  dr 
begrenzt  sind,  so  ist  für  das  Trägheitsmoment  dJg  eines  solchen  ele- 
mentaren Kreisringes  dM^  wie  oben,  dJ»  =  r^.dM,  und  da,  wenn 
fif  die  Flächendichtigkeit  bedeutet,  d M  =  (4/ .  d F  =  {.t/ .  2 r  7t ,  dr  ist, 

dJs  =  fif.  2r^7t .  dr,  daher 


r^  =  1  dJg  =  2fif7t .  \r^dr  =  2i,if7t . 


r/  —  Yi* 


nnd   da   M=  yif.F  =  yLf.{r2^  —  r^^n   ist,    so   ergibt  die   Division 
der  beiden  letzten  Gleichungen 

1 


Jg  =  —-M  (r /  +  ^/)j  sonach  ist 


%ß  u  «/«  ■  n.  "    T 


y 


M{ri'  +  r/) 


• 

'*  =  »X  =  4  =  ^  i^B*  -  U*)  =  0-7854  {r,*  -  r/) 


(1) 
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:en  die  Mittelpunkte  C  der  letzteren  in  der  zur  zweiten  Seite  b 
lE»arallelen  Mittellinie  C4  Cg  des  Parallelogramms,  die  als  a:- Achse  an- 
lommen  sei.  Das  Trägheits- 


naoment    dJg    eines    solchen 

« 

Streifens  dM  in  Bezug  auf 
öie  durch  den  Mittelpunkt 
CSchwerpunkt)  C  desselben  zur 
-«^ Achse  parallele  Achse  s  ist 
^Tifolge  Gleichung  (1),  S.  595, 

^  */«  =  -j-^  a-,dM und  zufolge 

1  ^ 


jr    Gleichung    (4),    S.   562, 
'^v^enn  SG  =  x  die  Abscisse 


A, 


^eses  Streifens  ist,  das  Trag-     '  ^ 

lieitsmoment    in   Bezug    auf   die    ^- Achse   äJg  =  dJ^  +  x^,dM  = 

===  I  j^a^+ic^  j  dJlf.     Da  nun   dM  =  (i/,dF  =  [X/.a  sin  a.dx  ist, 


80  muss 


^.= 


9j 


b 


dJg  =  [X/.asina 


(j^a^+x^]dx=fifasina\  12^^^ +  12^^  r" 


b_ 
2 


j^  fi/ab  sin  a  (a^  +  6^) 


sein  und,  da  M  =  (jt/ .  F  =  (i/ab  sin  a  ist, 

J,==-LM{a^+¥)  ...  (4) 

Demgemäß  ist  der  Trägheitshalbmesser  ^„  ferner  das  geome- 
trische Trägheitsmoment  ig  der  Fläche  F  des  Parallelogramms  be- 
züglich der  i'-Achse  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

Qg^=-^ia^  +  ¥\ig  =  F.Qg^  =  absina,Qg^  =  -^absina(a^  +  ¥)  .  (5) 

Da  femer  das  Trägheitsmoment  dJ^  des  Streifens  dM  bezüg- 
lich der  zur  Seite  6  parallelen  Schwerachse  SC  —  der  a;- Achse  — 

zufolge  der  Gleichung  (1),  S.  595,  dcTg  =  y^  d  Jf .  a^sin^a  ist,  so  ist 


Jx  =  \dJx  =  Y^  a^  sin^  ccAdM=j^  Ma^  sin^  a 
Qx^=j^ a^sin^a^  *«=Tö  Fa^sin^a  =  —^a^b  ,  sin^ a 

Xmd  LJj  i^ 


(6) 
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die  Hauptachsen  dieser  Ellipse  zu  bestimmen.  Die  letzteren  sii^ 
dann  die  gesuchten  Hauptcentralachsen.  Wählt  man  diese  letzteren a 
den  Achsen  x  und  y  eines  zweiten  (rechtwinkligen)  Achsensystems,  so  ist  fa 

nach   (6)   und    (7)  qx  =  \^  Wö '  ^  *"*  "  ^^^  ^^  ^w~i2^  ****  "  ***'  ^^  ^ 


a*  sin  2  a 


V« 


cos'Ze 


chungen    (f),    (g),    (h)   auf  S.  587  zufolge   9*  =  ]/ -:^  {a*  +  b»)  .  sin  l,  ?•  = 

^  irgend  einen  der  beiden  Neigungswinkel  (X,  x)  und  (X,  y)  der  HauptceBtnl- 
achsen  x  und  ?/  gegen  die  Achse  C4  Ct  bedeutet,  und  sowohl  (X,  x),  ab  asd 
a  und  2  iL  als  positive  spitze  Winkel  vorausgesetzt  sind.  (Ist  ^x<:  qt,  aldoa<i. 
so  fällt  die  große  Halbachse  der  Centralellipse,  d.  i.  die  Achse  x  des  kleimta 

Trägheitsmomentes,  für  welche  '^  <  -7-  ist,  in  die  Winkelfläche  As  S  C»  (Fig.  1751 

Anmerkung  3.  Mit  Hilfe  der  Formeln  (4),  (5)  u.  s.  w.  kann  mau  anck 
leicht  sofort  mittels  der  in  Anmerkung  3,  §  95,  abgeleiteten  Gleichungen  id. 
(h)  und  (1)  den  Schwerpunkt  desjenigen  Volums  bestimmen,  das  entsteht,  wrnii 
ein  Parallelogramm  um  irgend  eine  in  der  Ebene  desselben  liegende  Achse, 
durch  irgend  einen  Winkel  2  (f  rotiert  (z.  B.  den  Schwerpunkt  eines  Kcilea. 
dessen  Kückenfläche  einer  Cy linderfläche  angehört,  des  keilförmigen  Ausschnitte? 
eines  Hohlcylinders  u.  s.  w.),  und  auch  den  Schwerpunkt  eines  schief  abge.^liDit- 
tenen  beliebigen  Parallelcpipeds. 

Bei  einem  Rechtecke  (Fig.  176)  sind  die  zu  der  Basis  l  und 
der  Höhe  h  parallelen  Schwerpunktsachsen  x  und  f/,   da  dieselben 

Symmetrieachsen  des  Rechtecken 
sind,  auch  die  Hauptcentralachsen. 
während  die  dritte  Schwerpunktv 
hauptachse  r,  w  ie  bei  allen  el>enen 
Flächen,  auf  der  Ebene  der  Fläcbc 
in  S  senkrecht  steht.  Es  ist  ferner 
den    Gleichungen    (4)    bis    {^-  zu 


Fig.  17«. 


t9 


^  ' 

d.'-' 

6' 

folge, 


da  «  =   .3    und   o  ^=  h  zu 


setzen  ist, 
J,  ^  J,  +  J^  ^  ^^  :m  (b^  -^-  /r')  =  ^.^  Md-' 


.A  = 


1 


1 


;$ 


Fh 


l-llr' 


ir  ---        FIr  ^^      -h  li^    i    =        Flr  =  -—  }y^  h 
12  12        '    '"        12  12         ' 

wenn  d  die  DiaLn)nale  des  Rechteckes  bedeutet. 
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Zufolge  der  Gleichung  (4)  ist  sonach  2  J«  =  jö  •  ^M(b^  +  c^),  also 

J^  =  ~M{b'  +  c^)     .  .  .     (15) 

Sind  nun  d,  e,  f  die  von  den  Spitzen  ABC  aus  gezogenen 
Medianen  des  Dreiecks  und  a  der  spitze  Winkel  (a,  d),  so  ist  im 

Dreiecke  ABB  (j*  =  d^4-|-^j  —  2d  -^  cos  a    und    im   Dreiecke 

ACB   analog  6^  =  d^  +  [-|-1  +  2d.-|-cosa, 
sonach 

&^+c^  =  2d^  +  -J  und  d^  =  ^{¥  +  (^)  —  ^a^  .  .  (16) 

Für  die  durch  den  Schwerpunkt  S  des  Dreiecks  zur  Dreiecks- 
ebene senkrecht  geführte  Achse  s  ist,  da  bekanntlich  SB  =  -^d 
ist,  Js=  J„  — Jtf.j -jT-dj  ,  daher,  wie  sich  durch  die  Einführung  der 
eben  berechneten  Werte  aus  (15)  und  (16)  ergibt 

J3  =  A-Jf(a^  +  J^  +  c^)    .  .  .     (17) 

Durch  Addition  der  drei  dem  Werte  (16)  von  d'  analogen  auf  die  ande- 
ren Meridianen  e  und  f  sich  beziehenden  Gleichungen  findet  man,  dass  d*  +  ^  + 

+  /**  =  — (a*  +  &*  + c*)»   80   dass  «7,  auch   in  folgenden  Formen  ausgedrückt 
werden  kann 


^•"~  27 


=^-[(^)V(i.)"+a/)']      I 


(18) 


Die  letzten  Gleichungen  (17)  und  (18),  welche  nach  dem  Satze  (S.  582), 
demzufolge  der  Trägheitsradius  einer  Fläche  bezüglich  einer  Achse  auch  gleich 
ist  dem  Trägheitsradius  ihrer  Projection  auf  die  zur  Achse  senkrechte  Ebene  Ey 
auch  für  jede  andere  durch  S  geführte  Achse  Giltigkeit  haben,  wofern  abc  die 
orthogonalen  Projectionen  der  Dreieckseiten  auf  die  Ebene  E  und  de  f  die  Pro- 
jectionen  der  Medianen  sind,  lehren,  dass  die  Masse  eines  homogenen  Dreiecks 
in  Bezug  auf  eine  jede  Schwerpunktsachse  s,  wie  dies  auch  bei  dem  Parallelo- 
gramm der  Fall  war,  äquivalent  ist  drei  in  den  Eckpunkten  ABC  befindlichen 
Massen,  deren  jede  einem  Zwölftel  der  Dreiecksmasse  gleicht,  oder  auch  für  alle 
Schwerpunktsachsen  äquivalent  dreien  in  den  Mittelpunkten  DEFder  drei  Seiten 

befindlichen  Massen,  von  denen  jede -x-  3/ ist,  denn  es  sind  in  Übereinstimmung 

o 

mit  (18)  die  Abstände  der  Eckpunkte  ABC  von  der  erwähnten  Schwerpunktsachse 

2        2        2 
stets    -x-{i,  —  e,  — /*,   und   die   Achsendistanzen  der  Mittelpunkte  DEF  sind 

O  O  O 

3'    3'    3' 
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Für  eine  z.  B.  durch  A  zur  früheren  Achse  s  parallel  geführte  Achse: 
ist  Jm=  J»-^  My-  d\  oder,  wie  sich  durch  Einführung  der  firüheren  Werte  au 

(16)  und  (17)  ergibt,  J.  =  j-  ilf  [3  (6*  +  c»)  -  a»]  und  sonach  Jy  =  J,  -  /,= 

Anmerkung  4.  Da  die  in  die  Richtung  der  Mediane  ASD  fallende 
Achse  Y  alle  zu  der  Basis  B  C  =  a,  also  auch  die  zur  parallelen  SchwerachM  I 
parallelen  Sehnen  des  Di-eiecksumfanges  halbiert,  so  sind  (siehe  S.  586  md 
Ann).  2)  die  Achsen  X  und  Y  conjugierte  Diameter  der  Centralellipse,  dem 
lluuptachsen  die  Richtung  der  in  der  Dreiecksebene  liegenden  beiden  Hanpt- 
centralachsen  des  Dreiecks  haben,  und  zwar  sind,  wenn  «  (Fig.  178)  den  spitza 

Winkel  (X  Y)  bedeutet,  die  Längen  A  und  B  dieser  Semidiameter  A  =  —  = 

=  Vl8 .   i-  =  yl8 .  -3-*^ —  =  -^ .  -^.a  und  J5  =  — .   Nun  ist  analog  der 
^  h         ^         dstna  2        F  gr 

Gleichung  (13)  das  Trägheitsmoment  —  tr  jedes  der  beiden  flächengleichen  Tbefl- 

drciccko  ^jBD  und  ^C2>,  welche  die  gemeinsame  Basis  d  und  die  gleiche  Höhe 

"7  8tn  «  haben,  bezüglich  der  F- Achse  ■    .  «  .  |  «  «tn  «  |  =  -—  F,  o*«ifi*a;  sonach  i«t 

ir=  F,  er'  ^^r^.a'  sin'  «,  daher  B  =  —  =  VÜ . -. =  Vö  .  -V<^ 

Ebenso  sind  die  in  die  Richtung  von  e  und  f  fallenden  Semidiameter  der  Ceu- 

tralellipse  y  6  -^  e  und  y  6  .  -^^ .  f\  es  ist  demnach  das  Verhältnis  der  drei  in 

2      2      2 

die  Richtungen  SD,  SE,  8F  fallenden  Semidiameter  d:e:f  oder  —  d:^  f:^ /"= 

=  SA:SB:SC,  Wenn  man  demnach  (vergl.  Anm.  2)  eine  Ellipse  con- 
struiort,  deren  Mittelpunkt  S  ist,  und  welche  die  drei  Eckpunkte 
ABC  des  Dreiecks  enthält,  so  sind  die  Achsen  dieser  dem  Dreiecke 
umschriebenen  Ellipse,  deren  Tangenten  in  ABC  zu  den  Dreieeksseiten  ahe 
parallel  sind,  die  Schwerpunktshauptachsen.    Dasselbe  ist,   da   d:e:j  = 

-^     rf:     €1     f^  SDiSE.SFistj  auch  der  Fall   bei  jener  dem  Droi^k»- 

tt        o        o 

oiiigoschriobenen  Ellipse,  die  durch  die  Mittelpunkte   DEF  der  Seiten 

geführt   ist,   und  welche  zugleich  die  Dreiecksseiten   abc   berührt. 

Die  Richtungswinkel  (f  der  beiden  im  Schwerpunkte  S  sich  schneidendeB 

Achsen  x  und  y  aller  dieser  Ellipsen  in  Bezug  auf  die  Achse  X  sind  der  Gleichung  T) 


ist. 


auf  S.  587  zufolge,  da  gx  —  h  1  ^-r^-  "^  d  sin  «  .  1/-tö-»  Qr=^a  sin  a .  1/  7^- 

3  fl' 

aus  der  CWoiohung  cotn  2  er  =  cofn  2  «  -4-  - — — -; — ^     bestimmbar,  wobei  es  keimr 

*      ^  *  4     d' sin  2  a 

Schwierigkeit  unterliegt,  die  letztere  Summe  entweder  durch  die  drei  Dreiecks- 
seiten (I  b  c  oder  die  drei  Dreieckswinkel  auszudrücken.  Die  Haupttriigheit>- 
halbmesser  bezüglich  der  drei  Ilauptcentralachsen  xyz  des  Dreiecks  haben  don 
Gleichungen  (g)  und  [\\)  auf  S.  537  gemäß  die  Werte 

0. -=   ,!,   V8  (/' 4- 0  a'.  M«  A.  (»y-    /.^  VS  d' +  6  V.  cos  i,  Q.  =  ~^   yVd'-r^ö'. 

Im  Im  1  ^ 

wtjfem  sin  2  l  =  4  ^  'S  .       .,  r  .;— ,-    «'W  «  ist. 

Anmerkung  5.    Mittels  der  hier  abgeleiteten  Gleichungen  und  jener  der 
Anmerkung  i»  ai»l'  S.  5S^  ist  es  leicht,  den  Schwerpunkt  eines  jeden  keilförmiges 


612  Capitel  IX. 

dieser  Wert  fUr  alle  2  n  Dreiecke  ^  derselbe  ist,  so  ist  das  Traglieiti- 
moment  ig  des  ganzen  Polygons  bezfiglich  der  s-Achae 

i,  =  2n.i/=i-F(r*+-^a*) 

1  1  >    ^'^^ 

und  da  das  reguläre  Polygon  mehrere  in  der  Ebene  desselben  g^ 
legene,  in  0  sich  schneidende  Symmetrieachsen  hat,  so  ist  (si^ 
S.  583)  für  eine  jede  durch  0  in  der  Ebene  des  Polygons  gefllhrte  Achse 

1  ,         M    (20) 

J,  =  /,  =  -^Jf(r»  +  ^a*) 

Für  a  =  0  ergeben  sich  aus  (19)  und  (20)  die  für  den  Kreis 
giltigen  Werte  der  Gleichung  (2). 

Anmerkung   6.    In  bekannter  Weise  kann  man  (siehe  Anm.  3,  S.  5&S 
mittels  der  Formeln  (20)  den  Schwerpunkt  eines  durch  Rotation  eines  regnilürei] 
Polygons  um  einen  beliebigen  Rotation8¥nnkel  entstehenden  Rotationskürper> 
und  jenen  eines  beliebigen  schief  abgeschnittenen  Prismas  bestimmen,  d^s^t 
Querschnitt  ein  reguläres  Polygon  ist. 

Das  Trägheitsmoment  ix  und  i^,  einer  homogenen  ebenen 
materiellen  Fläche,  die  von  einer  beliebigen  Curve,  deren 
Gleichung  bezüglich  eines  beliebigen  Achsensystems  y  =  f{x)  ist 
ferner  von  der  Abscissenachse  und  den  Ordinaten  zweier 
beliebiger  Punkte  K  und  Z'  (S.  498,  Fig.  153),  deren  Abscissen 
a  und  a  sind,  eingeschlossen  ist,  lässt  sich  folgendermaßen  be- 
rechnen: Theilt  man  die  Fläche  in  der  in  Fig.  153  angedeuteten 
Weise,  so  dass  man  die  einzelnen  Elemente  als  materielle  gerade 
Linien  ansehen  kann,  so  ist  den  entsprechenden  Formeln  auf  S.  4h> 
zufolge  ilF  =  h,dx  =  y  sina.dx  und  nach  Gleichung  (2),  S.  596  ^x"  = 

"^  o-  y^  sin^  a  =        /r,   somit  d  ix  =  -^  h^.  dF  =  ^-  t^  sin^  a  .  (/  i 

iß  O  i)  O 

und,   wenn  r  =  x  sin  a  den  Abstand   der   laufenden  Ordinate  MS 
(Fig.  153)  von  der  zu  derselben  parallelen  y- Achse  bedeutet,  di^  = 

=  r^  dF  =^  o;^*  sin-  a  .  d F^  somit  d  ix  =  -.>-  sin^  a  ,  y^dx    und    d iy  = 

=  sin^  a  .  .r  y  dx  und 


ix  =   .>   sin^  «  .  1  !/^ d  .r,   iy  =  sin^  a  .  j  x^ydx 
Jx  =  u/,ix=  .,  u/.  sin^  a  y/dx,  Jy  =  fi/ , iy= fi/,sin^ a .  |  a^yd 


>  ( 


21 1 
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St 


SO 


ftlhrt  die  Division  der  Gleichungen  (21)  durch  die  letzte  Gleichung 
zu  den  Relationen 

3  fydx       ^  fydx 

aus   welchen  sich   leicht  die  Werte   der  Trägheitshalbmesser  Qx  = 

^^  1/  1^^  ^^'^\/~M  ^^8^™°^®^  lassen. 

Wird  die  Fläche  von  einer  geschlossenen  Curve  oder  von  zvrei 
Curven  Ä'B'  und  Ä"B''  (S.  499,  Fig.  154),  deren  laufende  Ordinaten 
y  und  y"  sind  und  zwei  parallelen  Endordinaten,  deren  zugehörige 
Abscissen  a  und  b  sind,  eingeschlossen,  so  ist  offenbar  (vergl.  S.  499) 


1      r' 

ix  =  -g-sin^a  I  (y^  —  y'^)  d 

iy  =  sin^  a  I  x^  (y' —  y")  dx 
J  a 


X 


(22) 


Ist  das  Coordinatensystem  ein  orthogonales,  so  ist  in  allen 
diesen  Gleichungen  sina  =  l    zu   setzen,   und   in  diesem  Falle  ist 

Ftlr  das  in  Fig.  155  (S.  500)  dargestellte  halbe  Parabelsegment 
A  OB  ist  (siehe  S.  501)  y^  =  —  x^  daher  x  =  ^y^^  dx  =  2^y.dy 
zu  setzen;  es  ist  sonach 


•r^ 


•p 


"3   6^^* 

0 

y^y       ity 

.(i/^dt 

2 

Das  Gleiche  gilt  fUr  das  andere  halbe  Parabelsegment  AOB^ 

so  dass  für  das  ganze  Parabelsegment  AOA'  die  doppelten  Werte 

4  4 

erhalten  werden,  nämlich  ix  =  j^a¥sin^a^  iy  =  ~n~ oPbsin^a. 

Die  Fläche  dieses  Parabelsegments  AOA  ist  nach  Gleichung  (9), 

4  1 

S.  501  durch  F=-^ah9ina  gegeben,  daher  ist  ix  =  -^F,  ¥sin^a^ 

3 
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Für  die  zur  Basis  A  A  des  Parabelsegments  parallele  Schwer- 
achse SS'  (Fig.  155)  ist,  da  ihr  Abstand  von  der  y-Achse  gemäß  der  Glci- 

3 
chung  (10),  S.  502  Sy  =  Xsin  a=  -^-asina  ist,  das  Trägheitsmoment 

^  12 


175 


.-  Fa^  sin  er  = 


des   Parabelsegments   AOA'  i»  =  iy  —  Fs/ 

=  -:r^^  a^ostnr  a. 
175 

Wählt  man  die  zur  Parabelachse  parallele  Schwerachse  O  B  (die  bisherige 
X-Achse)  zur  Y-Achse  und  die  zur  Endsehne  AA'  parallele  Schwerachse  SS' 
zur  X-Achse  eines  schiefwinkligen  Systems,  so  hat  dasselbe  die  in  der  Anmer- 
kung 2  S.  585  vorausgesetzte  Eigenschaft,  und  zwar  haben  den  letzten  For- 
meln zufolge  die  entsprechenden  lYägheitshalbmesser  ^x  und   qt   die  Werte 

Qx  =  l/~^  =  T  r~7  ^  ^^  "  ^"^  ^r  =  1/-F--&  «*w  ff.  Die  gleichgelegenen  Semi- 
diameter  A  und  B  der  Centralellipse  des  Parabelsegments,  durch   welche  die 

Centralellipse  vollkommen  bestimmt  ist,  sind'  demgemäß  A  =  —  =  ^  \/  ^ 

und  B  =  -  -  =  1/5 


^x       2  P^    3  a  5iN  c 
Die  Richtungswinkel  der  Centralhauptachsen  und 


h  sin  a ' 

die  Hauptträgheitsradien  lassen  sich  nunmehr  unmittelbar  aus  den  Formeln  (f) 
und  (g)  auf  S.  587  berechnen. 

Ist  der  Durchmesser  Ox  die  Parabelachse,  so  dass  dann  J.  jI'JlOj 
ist,  so  hat  man  sina==l  zu  setzen.  In  diesem  Falle  ist  das  Trägheits- 
moment ig  für  die  zur  Fläche  des  Parabelsegments  senkrechte  Achse, 
je  nachdem  dieselbe  durch  den  Parabelscheitel  0,  bezw.  dorch  den 
Schwerpunkt  s,   bezw.    durch   den  Mittelpunkt  B   der   Sehne  AA' 


geführt  ist,  ig  =  ix  +  iy  =  F l  -^¥  +  -=-  a^  j,  bezw.  ig  =  i^  +  i,  = 
F  ^ 


1 


o 


(¥  +  -^-  «-]  u.  8.  w. 


>-/. 


Fig.  179. 


Für  das^^pez  LMNK  (Fig.  179 \ 
dessen  Seite  LM=  c  und  dessen  Grund- 
linien ZÄ^  h und MN~- V sind,  besteht, wenn 
L  M  zur  rzr-Achse  und  L  K  zur  y- Achse  eines 
im  allgemeinen  schiefwinkligen  Coordinaten- 
systems  gewählt  werden,  für  jeden  Punkt  von 
KN  bekanntlich  die  Gleichung  y  =  Ax  +  h. 
wo   für  A  zufolge  der  für  N  giltigen  Glei- 

chung  h'—Ac-^  h  zu  setzen  ist:  A  ~ . 

Es  ist  demnach  du  =  A  ,dx  = dx 

^  c 

und  dx  =  --' — T"  ^y?  daher 
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J,  =  ^Mia>^  +  ¥)  =  -^  nahe  (a«  +  «^) 
./,  =  ^  Jf  (c*  +  a*)  =  ^iiahc{<^  +  a') 
J.  =  ^M{¥  +  c^)  =  ^fiaic  {h>  +  c^) 


(3) 


d.  h.  es  ist  die  auf  eine  der  zur  betreffenden  Achse  paralle- 
len Kanten  (z.  B.  bei  der  ^r-Achse  auf  den  Abstand  -0-  Va^  +  fc^ 

1  ^ 

von  der  Achse)  reducierte  Masse:  -^  M^  oder  es  ist  die  Masse 

des  Parallelepipeds  für  eine  jede  der  Achsen  xyz  äquivalent  acht 
in  den  Eckpunkten  des  Parallelepipeds  befindlich  gedachten  Massen- 

pnnkten,  deren  jede  die  Masse  ^  M  besitzt. 

Es  bedarf  nicht  erst  hervorgehoben  zu  werden,  dass  diese  drei 
Achsen  xyz  als  Symmetrieachsen  die  drei  Hauptcentralachsen  des 
Parallelepipeds  sind,  so  dass  das  Trägheitsmoment  J  für  irgend  eine 
durch  den  Schwerpunkt  S  gelegte,  gegen  die  a:y  ^-Achsen  unter  den 
Winkeln  aßy  geneigte  Achse  J  =  Jx  cos^  a  +  Jy  cos^  ß  -\-  Jg  cos^  y 
und  zufolge  Gleichung  (3)  und  der  zweiten  Formel  (6)  auf  S.  570 
die    Gleichung    des    Centralellipsoids    (6^  +  c^)  x^  +  (c^  +  a^)  y^  + 

+  (a^  +  &^)^'=  12«^  ist. 

Den  Formeln  (1),  (2)  und  (8)  entsprechend  läset  sich  z.  B.  das  auf  die 
Rotationsachse  bezogene  Trägheitsmoment  J  eines  Schwungrades,  das  bestehen 
soll  a)  aus  einer  cylindrischen  Welle  vom  Radius  n  und  der  Masse  mi;  h)  aus 
einer  auf  dieser  Welle  festsitzenden  Nabe  ntB,  die  einen  Hohlcylinder  darstellt, 
dessen  innerer  Radius  ri  und  dessen  äußerer  Radius  rt  sei;  c)  aus  radialen  pa- 
rallelepipedischen  Radarmen,  deren  Gesammtmasse  tW5,  deren  Länge  a  =  rs  —  r» 
und  deren  zu  der  Länge  a  und  zur  Rotationsachse  senkrechte  Kante  b  sei; 
d)  aus  dem  Radkranze  nii  in  Form  eines  Hohlcylinders,  dessen  innerer  Radius  rs  und 
dessen  äußerer  Radius  r^  sei,  folgendermaßen  bestimmen:  mi  hat  das  Trägheits- 

moment  Jt  =  mi  -^,  für  mt  ist  Jg  =  wt ^ ,  für  ms  ist,  wenn  s  den  Ab- 

stand  des  Schwerpunktes  eines  Radarmes  von  der  Drehungsachse  bedeutet,  so 

dass  s  =    *  "T   ^  ist,  Js  =  ms     -ry  (a*  +?>')+«*  I   und  schließlich   ist  für   i»< 
das  Trägheitsmoment  Jt  =  -—  mi  {rs*  +  r^^);  demnach  ist 

J  =  Ji-\-  Js-^  Js  •\-  J4  =  -^  mi  ri'  -\-  ~  ms  (n'  +  rs*)  + 

+  ms  \{^^+^  K'-^  -  r.y  4-  ?>'l]  +1  "'^  ^rs*  +  r^) 

Für  einen  WUrfel  von  der  Kantenlänge  a  ist  zufolge  (3) 
Jx  =  Jy  =  Jg  =  J  =  -TT  Ma^  =  — -  |u .  a*^;  eine  jede  durch  den  Schwer- 
punkt S  des  Würfels  gelegte  Achse  ist  eine  freie  Achse  und  das 
Centralellipsoid  geht  über  in  eine  Kugelfläche. 

Finger,  Elemente  der  reinen  Mechanik  2.  Anfl.  40 
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rr 

Jh  =  \dJu  =  fi.     „^     \z*dz  —  -^fi  .Qr*-F. -=r^ 


M=  \dM ^  fi  ,^\z^dz  ^  ^  fiF, 


H» 


Die  Division  der  beiden  Gleichungen  lehi-t,  dass 

^"  ""  3f  ""  5  ^^  •  H'(H'-h')  ""  5  ^^  •  4'U*-a")  '  '  ^  ^ 

ist,  da  die  Höhen  H  und  ^  den  homologen  Dimensionen  Ä  und  a  proportional  sind. 
Für  eine  volle  PyramiJe,  bezw.  einen  Vollkegel  ist  ä  =  0,  bezw.  a  =  0  zu 
setzen,  so  dass  dann 

Ju  =  MeJ  =  ~MQF'  .   .   (9) 
wird. 

Bedeutet  im  letzteren  Falle  qf  den  Trägheitshalbmesser  der  Grundfläche  F 
in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  S  der  Pyramide  parallel  zu  der  frü- 
heren Achse  u  gelegte  Achse  Sy  so  ist,  wenn  e  den  Abstand  der  Achse  u  vom 
Schwerpunkte  der  Basis  F  bedeutet,  zufolge  der  Gleichung  (5)  auf  S.564  qf' —  «*  = 

=  ^^'*  ~\~r  ^)  f  *^^^  ^^'  =  Qf'-\-  -j^  tf'    und   das   Trägheitsmoment   J",    der 

Pyramide  (des  Kegels)  in  Bezug  auf  die  Schwerpunktsachse  s  ist  zufolge  der  Glei- 
chung (4),  S.  562 

somit,  wenn  ^«  den  Trägheitshalbmesser  der  Pyramide  bezüglich  der  Schwerachse  s 
bedeutet, 

J.  =  Mqs'-=^Mqf'   .   .   .   (10) 

Man  hat  sich  demgemäß,  um  eine  äquivalente  Masse  in  Bezug  auf  irgend 
eine  Schwerpunkts<achse  der  Pyramide  oder  des  Kegels  zu  erhalten,  auf  der 
Basisfläche  F  drei  Fünftel  der  Masse  der  Pyramide  gleichförmig  vertheilt  zu 
denken. 

Für  ein  homogenes  Tetraeder  lassen  sich  auch  verhältnismäßig  leicht 
die  Centralhauptachsen  bestimmen.  Da  nämlich  die  drei  Achsen,  welche  die 
Mittelpunkte  je  zweier  Gegenkanten  des  Tetraeders  verbinden,  und  die  bekannt- 
lich Schwerachsen  sind,  stets  eine  solche  Lage  haben,  dass  alle  Sehnen  der 
Tetraöderoberfläche,  die  durch  irgend  einen  Punkt  irgend  einer  dieser  Achsen 
parallel  zu  der  Ebene  der  beiden  anderen  Achsen  geführt  werden,  in  diesem 
Punkte  halbiert  werden,  so  müssen  diese  Achsen  zufolge  des  Lehrsatzes  auf 
S.  588  die  Richtungen  der  conjugierten  Diameter  eines  Ellipsoids  haben,  dessen 
Achsen  die  Centralhauptachsen  sind.  Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  dieses 
Ellipsoid  entweder  durch  die  vier  Eckpunkte  des  Tetraeders  gelegt  werden  kann 
oder  aber  durch  die  sechs  Mittelpunkte  der  Kanten  des  Tetraeders. 

Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  schief  abgeschnitte- 
nen Cylinders,  bezw.  Prismas  (Fig.  169  auf  S.  590)  in  Bezug  auf  die  zur 
Seite  des  Cylinders  senkrecht  angenommene  Durchsehnittslinie  der  beiden  ebenen 
Begrenzungsflächen,  die  zur  ^- Achse  gewählt  sei,  lässt  sich  in  dem  Falle  leicht 
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bestimmeD,  wenn  die  durch  die  o^-Achse  zur  Erzeugenden  des  Cylinders  scik-  |^ 
recht  gelegte  Querschnittsfläche  F'  eine  zur  A;-Ach8e  im  Abstände  e  pinUele 
Symmetrieachse  X  (demnach  auch  eine  jede  der  ebenen  Grundflächen  eine  der- 
artige Symmetrieachse)  besitzt. 

Thcilt  man  nämlich  den  Körper  in  Fig.  169  in  lauter  zu  der  £rzeug«ndn 
parallele  Säulchen  dM  und  behält  die  Zeichen  der  Fig.  169  bei,  so  ist  offenb» 
das  Trägheitsmoment  dJx  des  als  eine  materielle  Gerade  anzusehenden  Körper- 
Clements  d  M  von  der  Höhe  z 

Da  nun  dM  =  fi  .dV  -=  /n  ,z,d  F'  und  z  =  y'  ig  a  ist,  so  ist 

1  • 

dJx  =  /ii{l  +  —  tf(t)tga.y'9dF\  daher 

«Tx  =  /"  (1  +  y  i9'^)'t9  ^Sy''dF\  M^\dM=^fttga.  \y'dF\ 

Kun  ist,  wenn  durch  Y  der  positive  oder  negative  Abstand  des  Flächeo- 
elcments  dF'  von  der  X-Achse  bezeichnet  wird,  !/'=  e-|-  F,  daher  1  y'dF- 

=  e'F'+Se»  (  YdF'  +  3 c  j  YMF'  +  (  Y'dF'  und  Xy'dF'  =  eF'  +  j  FdF. 

und  da  die  X-Achse  eine  Symmetrieachse  ist,  so  muss  jedem  Flächenelemente 
d  F'  auf  einer  Seite  der  X-Achse  mit  der  Ordinate  Y  ein  gleiches  Flächen- 
element d  F'  auf  der  anderen  Seite  derselben  mit  der  Ordinate  —  Y  entsprechen. 


i  j  TdF'  undj: 


und  es  verschwinden  daher  die  Summen  |  YdF'  und  |  Y^dF'j  während,  wenn 

Qx   den    Trägheitsradius    der    Fläche    F'    bezüglich    der    X-Achse    bedeutet. 

XY'dF'  —  F'gx^  ist,  so  dass  die  obigen  Gleichungen  die  Form   aDnebmer.: 

Jx=  u{\  +  ~  ig'  it)  tgcc.eF'  (e'+S  qx'),  M  =  ,utg  a,e  F' 
Die  Division  dieser  beiden  Gleichungen  lehrt,  dass 

Jx  =  3/  (1  +  }-  tg'  «)  (c'  +  3  Qx')  ist. 

Theilt  nun  der  durch  die  j-Achse  ire- 
legte  Querschnitt  F'  der  cylindrischen  (pris- 
matischen) Fläche  den  schief  abgeschnitte- 
nen Cylindcr  (Prisma)  in  zwei  Theilo,  >o 
hat  man  schließlich  die  diesen  Theileu  ent- 
sprechenden, durch  die  letzte  Gleichung 
bestimmten  Trägheitsmomente  zu  additnn. 
im  ^('gontheiligen  Falle  aber  zu  subtrahier  n. 

Das  Trägheitsmoment  J^  eines 
dreiachsigen  Ellipsoidß  (^Fig.181' 
bezüglich  einer  Achse  (r-Achse)  desselben  lässt  sich  derart  ermitteln,  dass 
man  dasselbe  durch  ungemein  nahe  aneinander  senkrecht  zur  jp-Achse 


♦►j? 
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geführte  ebene  Schnitte  in  elliptische  elementare  Platten  zerlegt,  deren 
Achsen  zu  den  beiden  anderen  Achsen  (zur  x-  und  y- Achse)  des  EUip- 
soids  parallel  sind. 

Sind  -4,  JB,  0  die  Halbachsen  des  Ellipsoids  und  a  und  h  die 
Halbachsen  einer  solchen  im  Abstände  z  vom  Mittelpunkte  0  des  Ellip- 
soids befindlichen  elliptischen  Platte  von  der  Dicke  dz  und  dilf  die  Masse, 
dFdas  Volum  der  letzteren,  so  ist  zufolge  der  Gleichung  (28)  auf  S.  617 

das  Trägheitsmoment  d  J,  derselben  dJt  = —r-ipr -\-'b^^dM^  und  da 

dM  =  fi.dV=  p,,ah7T ,dz  ist,  auch  dJg  =  -,  u tt  .  ab  {a^  -+-  ¥)  dz. 

Da  nun  a  die  Ordinate  und  z  die  Abscisse  eines  Punktes  des  in 
der   ^:c-Ebene   gelegenen   elliptischen  Hauptschnittes   des  Ellipsoids 

o  o 

ist,  dessen  Achsen  Ä  und  C  sind,  so  ist  —j^  H — y^:r=  1,  also  der 

Ellipsengleichung  zufolge  a  =  A  1/ 1  —  -,,y,    und   ebenso  ist  für 

den  in    der  y^r- Ebene    gelegenen   Hauptschnitt  h  =  B  1/1  —  ^^-. 

Setzt  man  diese  Werte  von  a  und  b  in  die  letzte  Gleichung 
fUr  dJt  ein,  so  wird 

dJg  =  ^  IJLTt AB  {A^  4-  B^)  j  1  —  j^\  und ,   da  alle   elliptischen 

Platten  zwischen  z  =  —  C  und  z  =  C  gelegen  sind,  so  ist 

c 

Nun  ist  die  Masse  des  Ellipsoids  nach  der  obigen  Formel  fUr  dM 

M  =  \dM  =  ^i7t\abdz  =  LiTtABul  —  -^\  dz  =  -;r-  (.i  7t  AB  C 

so  dass  die  Division  der  beiden  letzten  Gleichungen  lehrt,   dass  für 
die  Schwerpunktshauptachsen 


J,  = -l- M  (C' +  Ä^ 


(11) 


ist.  Je  ein  Zehntel  der  Masse  des  Ellipsoids  in  den  sechs  End- 
punkten der  Hauptachsen  (die  offenbar  auch  Centralhauptachsen  sind) 
concentriert  bilden  daher  ein  äquivalentes  Massensystem  in  Bezug 
auf  eine  jede  Schwerpunktsachse. 

Für  ein  Rotationsellipsoid,   dessen  geometrische  Achse  die 

^r-Achse  ist,  ist  A  =  B,  also  J,  =  ~  MA^  und  Qs  =  äW^  =  0-6325  A 


und  demnach  auch  bei  einer  Engel  vom  Radius  R  ftlr  eine  jtät 
durch  den  Mittelpunkt  geführte  Achse  e 

J.  =  ~  MR",  Q,  =  |/-|- M  =  0-6325  B  .  .  .    (12) 

zu  setzen,  d.  h.  die  auf  eine  dem  Engelradinn  gleiche  Eal- 
fernung  reducierte  Masse  ist  für  einen  jeden  Durchmesser 

2 
gleich  -T-  der  Masse  der  Kugel. 

Das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezug  auf  den  Durch- 
messer lässt  sich  übrigens,  indem  man  die  Kugel  in  anzählige  un- 
gemein dUnne  concentrische  Kugelschalen  zerlegt,  sehr  leicht  mit 
Hilfe  des  polaren  Trägheitsmomentes  Jo  bezüglich  des  Kugelcentrums  0 
bestimmen,  das  fUr  eine  elementare  Kngelschale  dV  vom  Radius  r 
und   der   Dicke   d r   offenbar   durch   dJo  ^  r'.äM  ^  r^. fidV  = 

=  r^fiAr^ndr  bestimmt  ist,  so  dass  Jo  =  AdJo'^^un .  \r*  dr  = 
=  ~^nnR^\it.  NuD  ist  für  drei  aufeinander  senkrechte  Durch- 
messer als  Coordinatenachsen  offenbar  Jt  =  Jy^  J,  nnd  zufolge 
der  Gleichung  (3)  auf  S.  562  ist  'i  J,  =  J^,  +  J,  +  J,  =  2Jo,  also 

Auf  gaD£  ähnliche  Art,  wie  dies  bei  dem  Eilipsoid  geaciiehen  ist,  \'it< 

sich  auch  das  Trägheitsmoment  J,  des  Segments  eines  elliptischen  Vi- 

raboloidfl  (Fig.  182)  in  Bezug  auf  dcsscu  Hauptachse,  die  i-Achse.  berechiim 

Man  verlege  den  .An- 
fangspunkt 0  des  rechtBiok- 
iigen  Coordinatcnsyttem?  iu 
den  Scheitel  und  wähl>-  lüi' 
Ebenen  OCA  und  OCß  il" 
pnniboliseheu  Ha(ipt!<cbniii<' 
zu  CoordinalCD ebenen.  Im 
Segment  des  t'tlTaboloili^  i<i 
begrenzt  von  einer  ziirr-Aili^r 

*  -■"       senkreehten  elliptlaehen  Ba-i.- 

ebene  ABC,  nnd  C  sei  lieret 
Abstand  von  dem  Sclieitrh 
die  Halbachsen  .1  und  £  die:^'i 
elliptischen  Basis  seien  je- 
geben.  Für  eine  zur  ISasi!  |u- 
ralleleelliptischcQuerscliiiiit.- 
fläche,    deren    Abstand  \<>iu 

Scheitel  z  ist,  sind  die  Iliillj^icliseii  o  und  h.  da  deren  Endpunkte  den  l'aral'iln 

OttA  und  OhB  aiiffehiircn.  durch  die  bekannten  Parabdgleichuniren  a'  =  -„  -■■ 

li'  ' 

'i'  =  -T^  :  bestiinnit.  und  es  ist,  wenn  das  l'araboloid  in  lauter  zur  «■  Achse  sonk- 
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hte  elliptische  Platten  getheilt  wird,  wie  dies  früher  beim  Ellipsoid  geschehen 
aas  denselben  Gründen  wie  dort  dM^  fi.ahn.dz  und  der  Gleichung  (28) 

*  S.  617  zufolge  dJg^j  (a*  +  &')  dM.     Setzt  man  in  diese  Gleichungen  die 

Tte  für  a  und  h  ein,  so  findet  man 

M  =  fiTt  Iah  dz  =  /Lin—y^  \zdz  =  -^  finÄBC 
o  '  o 

o 
Die  Division  der  beiden  letzten  Gleichungen  lehrt,  dass 

J,==^M{A'+B')    .  .  .    (13a) 

Femer  ist,  wenn  man  die  a:-Achse  parallel  zu  Ä  und  o,  die  t/-Achse  pa- 
el  zu  B  und  b  annimmt,  das  Trägheitsmoment  dJa  der  elliptischen  Platte 

f  bezüglich  der  Achse  a  zufolge  Gleichung  (27)  auf  S.  617  dJa  =  -Yb'dM 

I  dJ^  =  dJ„  +  z'dM=  (z*  +  -~  6*) .  d  M.     Setzt  man  in  diese  Gleichung 

frühereu  Werte  von  h  und  dM  ein  und  integriert  diese  Gleichung  von  o 
C,  so  findet  man 

J,=  ^  uyz  AB  C (C  +  j  B')  =  ^  M (C  +  ^  B')  1 

1  l  1  1  (    ••  ^^^^^ 

1  ebenso   J,  =  -^ /i  n  AB  C (C  +  i-  A')  =  -^  M (C  +  -^  Ä') 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  auch  sehr  leicht  das  Trägheitsmoment  des 
pneuts  eines  einflächigen  oder  zweiflächigen  Hyperboloids  berechnen. 

Das  Trägheitsmoment  eines  Umdrehungskörpers,  dessen 
ihse  die  a:-Achse  eines  orthogonalen  Achsensystems  ist,  erhält  man 
f  folgende  Art:  Bei  der  bekannten  Theilung  desselben  (Fig.  156 
f  S.  509)  ergibt  sich  für  das  Trägheitsmoment  einer  der  so  erhaltenen 
eisfbrmigen  Platten  bezüglich  der  ar-Achse  (zufolge  der  ersten  Glei- 

ung  (2)  auf  S.  600)  dJx  =  -^y^,d3I,  und  für  einen  zur  y- Achse 

rallelen  Durchmesser  ist  das  Trägheitsmoment  (gemäß  der  zweiten 

eichung  (2)  auf  S.  600)   -j/^rfJ/,   somit  für  die  zu  dieser  Seh  wer- 

nktsachse  parallele  i/- Achse  (nach  Gleichung  4,  auf  S.  562)  dJy== 

-^-  f  d  J/  +  x^ d M  =  (x^  +  ~-  y^)  d M,  und  da  bekanntlich  dM= 

dV=  fx.y^Tt.dx  ist,  so  ist 

^x 


Jx  =  \dJj:  =  —  U7t  .y/d 


Xi 


Jy  =jdJ,  =  ^nj{x^+~y-)  y-dx 


(14) 
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wofern  sich  xo  und  Xi  auf  die  beiden  parallelen  Grundflächen  des 
Umdrehungskörpers  beziehen.  Die  Kenntnis  der  Gleichung  y  =  jF(i) 
der  Meridianeurve  ist  hiebei  vorausgesetzt. 

Ist  der  Rotationskörper  von  zwei  Rotationsflächen  eingeschlossem 
fUr  deren  Meridiancurven  die  Gleichungen  y"  =  f  (x)  und  y'  =  9  (i) 
bestehen,  wo  y"  >  y'  >  0  sein  möge,  so  setze  man  zunächst  in  die  beiden 
Gleichungen  (14)  y"  statt  y  ein  und  berechne  so  Jx"  und  Jy\  hier- 
auf berechne  man  auf  gleiche  Weise  Jx  und  Jy  nach  Einsetzung  von 
y  statt  y;  es  sind  dann  die  gesuchten  Trägheitsmomente  Jx  und  J^ 
des  Rotationskörpers  Jx  =  Jx" —  Jx  und  Jy  =  Jy" —  J/. 

Das  gleiche  Verfahren  ist  anzuwenden,  wenn  die  erzeugende 
Curve  eine  geschlossene  Curve  ist,  und  zwar  bedenten  dann  /# 
und  X2  die  Abscissen  der  zur  a;-Achse  normalen  Endtangenten  der 
Meridianeurve. 

Dass  Jy  =  Jg  ist.  und  dass  die  a:- Achse  und  eine  jede  in  dem  (be- 
liebig in  der  geometrischen  Achse  des  Umdrehungskörpers  gewählten) 
Anfangspunkte  0  auf  dieser  Achse  senkrechte  Achse  HauptachseD 
für  0  sind,  und  dass  demnach  für  eine  jede  andere  durch  0  geführte 
Achse  a,  die  gegen  die  :r- Achse  unter  dem  Winkel  a  geneigt  ist,  zufolge 
der  Gleichung  (7)  auf  S.  571   das  Trägheitsmoment  Ja  bestimmbar 

Ja  =  Jx  cos-  a  -\-  Jy  sin^  a     ...     (15) 

wo  für  Jx  und  Jy  die  Werte  aus  (14)  einzusetzen  sind,  bedarf  nicht 
weiter  erläutert  zu  werden. 

Für  einen  senkrechten  Kreiskegel  ist,  wenn  die  x-Achst 
mit  der  Kegelaclise  übereinstimmt  und  die  auf  derselben  senkrechte 
y-Achse    durch    die    Spitze    des    Kegels    hindurchgeht,    wenn    ferner 

H  die  Höhe  und  B  den  Grundradius  des  Kegels  bedeutet,  y  =  !r  ^> 
somit  zufolge  (14)  Jj,  =  ~y  u  rr  .y^^  .  x^  dx  =  jrr  un It* H  und 

o 

J,j  =  a  J  ( l  +  -^  J )  -^'  x^dx  =  ~  II 7t HB?  (W  +  -^  2?- 1 


O 


und  da  M  =  u  .V  = -^  ^.K'7t .II  ist,  auch  (siehe  Gleichung  ^' 


lU  O  ~  i  ■^ 


llf. 


und  fllr  die  zur  Kcgelachse  senkrechte  Scliwerpunktsacbse  ist  zufi>lj:e 
der  Gleichung  (4i  auf  S.  002 

J,  =  .7^  -M.[  A  hJ^  ^  M{1{'  +  ^Ii')    ■  ■  ■   » 1 ' ' 
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Ist  Ja  =  Jx,  also  J?=  2J?,  so  ist  eine  jede  durch  den  Schwer- 
punkt geführte  Achse  eine  freie  Achse. 

Das   Trägheitsmoment  Jx  eines   senkrechten    abgekürzten 

Kreiskegels  von  der  Masse  M  in  Bezug  auf  dessen  Achse  x  ist, 

wenn  Rj  den  Radius  der  größeren  und  Es  jenen  der  kleineren  Basis 

3 
bezeichnet  zufolge  Gleichung  (16)  J^  =  —-  {Mj  J?/  —  M2  jR/),  wo  Mb 

die  Masse  des  Ergänzungskegels  und  Mi  die  Summe  Mi  =  M+M2 

bedeutet.     Da  nun  bekanntlich  -=^  =  ^4-  =  -^r^ w^  ist ,   so 

if/         JR/         Ri^  —  R2^ 

führt   die   Substitution   der  aus   dieser   Gleichung   sich   ergebenden 

Werte  von  Mi   und  M2   in  die   Gleichung  für  Jx   zu  dem  Werte 
3        ji  5 jß  5 

Jx  =  Tf\  ^"ü~s ü~s"j  ^^^  ^^  Übereinstimmung  mit  der  Gleichung  (8) 

lU        Ml  —  Mb  1 

steht,  wenn  in  derselben  aus  bekannten  Gründen  qf^  =  -^R^^Ä  = 

=  Ri^  a  =  R2  gesetzt  wird. 

Die  Trägheitsmomente  Jx  und  Jy  eines  Kugelsegmentes  von 
der  Höhe  (Achsenlänge)  jET,  das  einer  Kugel  vom  Radius  R  angehört 
und  dessen  Grundfläche  den  Radius  r  hat,  sbd,  wenn  man  die 
Achse  des  Kugelsegmentes  zur  2:-Achse  und  eine  im  Scheitel  des 
Segments  zur  Achse  Senkrechte  zur  y- Achse  wählt,  so  dass  y^  = 
=  2Rx  —  x^  und  demnach  r^  =  2RH  —  H^  ist,  zufolge  der  Glei- 
chung (14)  gegeben  durch 

1     r^       1     r^ 

J^  =  'Yf^^\y^dx  =  -^u7tU4R^x^  —  4Rx^  +  x*)dx 

o  o 

e/y  =  ^nUx^  +  -^i/)fdx  =  -^lM7tA(4R^x^  +  4Rx^—3x*)dx 

o  o 

M  ==  nV  =  ^ijt  \y^dx==  H7t  I  {2Rx  —  o(^)  dx. 

o  o 

Durch  Ausführung  der  angedeuteten  Integrationen  ergibt  sich 
in  bekannter  Weise,  wenn  auch  schließlich  R  =  — ^r^^^ —  gesetzt  wird, 

Ist  nun  U  gegen  R  und  r  so  klein,  dass  der  letzte  Summand 
in  beiden  Gleichungen  gegenüber  den  anderen  Summanden  vernach- 
lässigt werden  kann,  so  gelangt  man  zu  den  Näherungswerten 
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J.==^Mir^  +  ^H»),  J,  =  -^3f(r«  +  ^  H')  .  .  (IS) 

Diese  Werte  können  zur  Anwendung  kommen  bei  der  Be- 
stimmung der  Trägheitsmomente  von  Pendellinsen,  die  aus  zwd 
Kugelsegmenten  zusammengesetzt  angesehen  werden  können.  Für  eine 

Halbkugel,  für  welche  H  =  B=r  ist,  ist  e7.  =  ^|U7riJ5  =  "  JfJ? 

u.  s.  w. 

Bei  dem  Segmente  eines  Rotationsparaboloids,  dessen 
Höhe  H  ist,  und  dessen  auf  der  Achse  x  des  Paraboloids  senkre^^hte 
Grundfläche  den  Radius  r  hat,  ist  analog,  wenn  P  den  Parameter 
der  erzeugenden  Parabel  bedeutet  und  die  y-Achse  die  Lage  einer 

Scheiteltangente  hat,  yr  =  Px  und  r^  =  PH^  also  y^  =  -jj   x    und 

demnach 

1  r^  l         r^  C^  1 

o  o 

J^        l   r^         1-^  1  1 

{x^  +  —  -^x),-^xdx=^-^u7tr^H(H^  +  -^r^) 

o 

C^  r^  C^  1 

3I=fi7t  \y^dx  =  ^tn  ,  jjr\xdx  =  -y  ^iTtr^H 

o  o 

daher  in  Übereinstimmung  mit  den  früher  für  das  elliptische  Paraboloid 

abgeleiteten  Werten  (13a)  und  (13b)  Ja:  =  wMr^,  Jy  =  .^M[W  - 

4-  o  >'0  und  für  die  zur  y-Achse  parallele  Schwerpunktsachse  J,  = 

=  Jy  —  M.y^Il\=     -M  (r-  +  -     IP),  sonach  wird  Js  =  Jx^  weuo 

H-  =-=  3r-  oder  H  =  1732  r  ist,  in  welchem  Falle  dann  alle  Schwer- 
punktsachsen freie  Achsen  sind  u.  s.  w. 

Entsteht  im  allgeineiiisteii  Falle  ein  homo^^cner  Rotationskörper  durch 
Umdreliunt,^  einer  ebenen  Fläche,  die  von  zwei  auf  derselben  Seite  der  Rotaiion>- 
achse  (.7'- Achse)  ^^ele^'-enen  Curven,  deren  laufende  Ordinaten  y"  und  y'  sind  (//">y^ 
und  von  zwei  zur  Kotation.sachse  senkrechten  Ordinaten  eing-escldossen  wird, 
und  findet  die  Kf)tation  um  den  Winkel  2  (f  statt,  so  ist  die  Masse  d  M  virn^r 
der  zur  Kotaticmsachse  senkrechten  Platten  von  der  Dicke  dx.  aus  welchm 
der  Rotation.skörper  bestehend  gedacht  werden  kann,  oftenbar  d  3f  ^=  u  .  d  V  — 
=  a  .  (//"^  —  7/'^)  (f  .  d  X. 

Dil  diese  Platte  als  ein  homoitirener  Rin;LC'"^ector  angesehen  werden  kann, 
so  haben  für  die  Trägheitsmomente  d  J^,  d  Jy,  d  Jz  derselben  in  Bezug  auf  die 
den  Gleichungen  (o3)  auf  S.»;23  zugrunde  liegenden  orthogonalen  Achsen  diese  drei 
Gleichungen  des  §  08  Giltigkeit,  nur  ist  in  denselben  statt  M  der  eben  ge- 
fundene AVert  von  d  M  einzusetzen.    Thut  man  dies  und  integriert  dann  diese 


>  (19) 


—  y' ')  dx 
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leichungen,  so  findet  man  für  die  Trägheitsmomente  des  in  Rede  stehenden 
iilförmigen  Rotationskörpers  die  Werte 

J-=  |-,"vj(y"''-y'')<i« 

J.  =  ,u  «^  .1  x»  (y"'  _  y'»)  da;  + 1  ^  V  (l  +  ^^^)\(9"'-  V 

Für  (p  =  n,  y'  =  0  und  y"  —  y  gehen  diese  Gleichungen  in  die  Gleichun- 
en  (14)  über. 

Hat  die  erzeugende  ebene  Meridianfläche  eine  zur  Rotationsachse  in  der 
ntfeniung  h  parallele  Symmetrieachse,  so  lassen  sich  aus  den  eben  gefundenen 
leichungen  auf  dieselbe  Art,  wie  —  von  der  gleichen  Annahme  ausgehend  — 
ie  Gleichungen  (32)  auf  S.  623  für  die  Rotationsfläche  abgeleitet  wurden,  auch 
ier  dieselben  Gleichungen  für  den  Rotationskörper  deducieren,  was  übrigens 
och  einfacher  auf  folgende  Art  geschehen  kann: 

Wählt  man  die  Symmetrieachse  zur  X-Achse  eines  rechtwinkligen  Co- 
rdinatensystems  und  bezeichnet  durch  Y  die  positive  oder  negative  senkrechte 
ntfernung  eines  beliebigen  Elements  dFder  erzeugenden  Fläche  von  der  X-Achse, 
)  ist  y  —  h  +  Y.  Die  Trägheitsmomente  dJx,d  J^,  d  J.  desjenigen  ringftir- 
ligen  Massenelements  d  M^  dessen  Volum  d  V  bei  der  Entstehung  des  Rota- 
onskörpers  durch  die  Drehung  des  Flächenelements  dF  gebildet  wird  (siehe 
ig.  162,  S.  534),  und  das  als  ein  homogener  Kreisbogen  angesehen  werden 
ann,  sind  nach  den  Formeln  für  das  Trägheitsmoment  eines  Kreisbogens 

dj.  =  ydM,  djy  =  dM  [f+l  (i  --^|--)  y'J. 
dj.  =  dM[^+l(i+^'f-)y'] 

id  dM=/u.dV=/Lc,2(py.dF. 

Setzt  man  den  letzten  Wert  in  die  drei  früheren  Gleichungen  ein  und  setzt 

=  2>  +  y,  so  findet  man  J:,=2y,u      (  Y^dF+3h  I  Y'.dF+Sfe' j  Y.dF+b'F  , 

r=2y.a      (rdF+&F     u.  s.  w. 

Nun  ist  wegen  der  vorausgesetzten  Symmetrie  der  Fläche  F  in  Bezug 
if  die  X-Achse  offenbar  I  Y^dF==  o,  1  YdF=  o,  ix*.YdF=  o,  und,  wenn 
irch  Qx  und  Qr  die  Trägheitsradien  der  Meridianfläche  in  Bezug  auf  die  X-Achse 
id  die  y- Achse  bezeichnet  werden,  \Y'.dF=  F.  qx^  und  \x'.dF=F.Qr'. 

Es  ist  demnach 

3/  =  2  y  /z  &  F,  Jx  =  M  [3  qx'  +  6^ 

J,  =  M  [er'  +  Y  (l  +  --2  J-)  (3  CA-'  +  &')] 
völliger  Übereinstimmung  mit  den  Gleichungen  (32)  auf  S.  623. 
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§  100.  Anwendung  der  Dynamik  der  rotierenden  Bewegung  anf 
Bewegung  eines  unter  der  alleinigen  Einwirkung  der  Schwerknft 
um  eine  fixe  Aclise  rotierenden  starren  Körpers.  Physisches  PesM. 
Reversionspendel.   Bewegung  durch  Überwucht. 

Ist  ein  starrer  Körper  nm  eine  fixe  Achse  (^-Achse)  drehbu 
und  nur  seiner  eigenen  Schwere  überlassen,  so  kann  dessen  Rotatiom- 
bewegung  zufolge  der  dynamischen  Grundgleichnng  Mj  =  ^J/^'^= 
=  t/,  y  (Gleichung  5,  S.  553)  nur  dann,  wird  aber  sicher  dann  eine  u- 
dauerad  gleichförmige  sein,  eawird  also  die  Wtnkelbeschieimigno;]' 
gleich  Null  sein  und  Null  bleiben,  wenn  das  Drehmoment  H,  da 
resultierenden  Schwerkraft  Q  während  der  ganzen  Bewegung  NdS 
bleibt,  also  wenn  (vergl.  S.  536,  c)  entweder  die  Drehachse  inr 
Richtung  der  Schwerkraft  Q  parallel,  sonach  vertical  ist  oder  —  fiJli 
die  Drehachse  eicht  verti- 
^t-  "83.  cal  igt  —  wenn  die  Kicb- 

tungslinie  der  Kraft  Q  ii 
jeder  Lage  des  Körper«  dit 
Drehachse  schneidet,  wm 
offenbar  nur  dann  mögM 
ist,  wenn  der  Schwerpnnl^t 
ein  Punkt  der  Rotatiom- 
achse  ist.  In  beiden  I^^len, 
mag  nämlich  die  Drehachse 
vertical  sein  oder  mag  der 
Schwerpunkt  ein  Punkt  der 
Drehachse  sein,  ist  zufulgt 
§  i<ö  jede  Lage  des  K'^r- 
pers  eine  der  Lagen  Je; 
neutralen  Gleichgewichies. 
und  die  Bewegung  der  ein- 
zelnen Punkte  ist  eine  krei- 
sende (circuliercndel,  nnJ 
zwar  eine  gleichfiirmi;.'!' 
Ilewepung. 

Ist    aber     die     Dreb- 

achsc  nicht  vertical  und  der 

Schwerpunkt  außorh.ilbdtT 

Drehachse    gelegen,    oml 

wird  der  Körper  aus  seiner 

Gleichgewiclitslapc,   in   welcher  der  Schwerpunkt  vertical   über  iKler 

unter  der  Dreliachsc  gelogen  ist  (je  nachdem  die  Gleichgewichtslage 

eine  labile  oder  stabile  ist),  irgendwie  (etwa  durch  einen  Stoßi  in 
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(bezw.  in  ihrer  Verlängerang  über  S  hinaus)  anzunehmen  ist,  so  da» 

derselbe  zur  Zeit  t  die  Lage  e  hat. 

Für  die  tangentielle  Beschleunigung  pt  eines  mathematischa 

Kreispendels  von  der  Länge  7,  das  sich  ebenso  wie  der  Punkt  E  U 

einer  verticalen  Kreisbahn  bewegt,  besteht  eine  der  Formel  (1)  völlig 

p 

analoge  Grundformel,  denn  es  ist  für  dieses  (siehe  S.  237)  pt  =  —= 

=  — gsincp.  Da  nun  gemäß  Gap.  ni  die  Bewegungszuslände  eine«  ii 
einer  gegebenen  Bahn  sich  bewegenden  Punktes  durch  den  Anfangs- 
zustand und  die  tangentielle  Beschleunigung  vollkommen  bestimmt  sind, 
so  müssen  alle  Bewegungsgesetze  des  einfachen  Kreispendels  mit  jenen 
des  Punktes  E  vollkommen  übereinstimmen,  wofern  nur  die  Babnei 
und  die  Amplituden  übereinstimmen,  also  in  den  Formeln  des  §47$ 
(S.  234 — 241)  l  =  1  gesetzt  und  wofern  femer  statt  g,  um  die  letzte 
Gleichung   für  pt   mit  der  Gleichung  (l)  zur  Übereinstimmung  n 

Qs 
bringen,  der  gleichfalls  constante  Wert    ''  gesetzt  wird.    Es  bedeutei 

dann  in  den  Formeln  des  §  47  die  Buchstaben  s  die  Elongation  de$ 
Punktes  £,  d.  i.  Ee  =  y,  femer  a  die  Amplitude  desselben  Ee=a, 
V  die  Geschwindigkeit  desselben  im  beliebigen  Punkte  e^  mit  anderen 
Worten  die  variable  Winkelgeschwindigkeit  tv  und  c  =  W  die  maxi- 
male Winkelgeschwindigkeit  beim  Hindurchschwingen  durch  die  Gleich- 
gewichtslage OSE, 

Dementsprechend  wird  die  Bewegung  des  Körpers  eine  circa- 

lierende  sein,  wenn  (siehe  S.  235)  c>2Vgl^  also  Tr>2|/  - y-  ist 

Ist  dagegen,  wie  hier  vorausgesetzt  werden  soll,  Tr<:  2  1/'    ,  *, 

so  findet  eine  schwingende  Bewegung  des  Pendels  statt,  und  zwar 
ist  zufolge  (7)  und  (s),  S.  235  und  Gleichung  (19  b),  S.  241  in  aller 
Strenge 


IC 


1/2  ^^■-'  [coscp-cosa],  W=  2  l/^  sin  -J- 


T^ 


wo  7' die  Selnviiigiuigsdauer  des  Punktes  E^  also  auch  jene  des  physi- 
schen Pendels  bedeutet.  Bei  nicht  zu  großen  Werten  der  Winkel- 
auiplituden  a  kann  man  sich  auch  hier  mit  den  zwei  ersten  Güedern 
der  letzten  unendlichen  Reihe,  die  verhältnismäßig  rasch  convergiert 
begnügen  und  daher 
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Um  auch  die  hier  abgeleiteten  allgemeinen  Formeln  anf  einige  besondm 
Fälle  in  Anwendung  zu  bringen,  sei  zunächst  ein  homogener  cylindriseber 
Stab  von  der  Länge  L  und  der  Dicke  2r  behandelt,  der  um  den  horizoilil 
angenommenen  Durchmesser  einer  seiner  Grundflächen  schwingt.    Ftb*  diesen  Fd 

ist  zufolge  der  Gleichung  (7)  (S.  628)  g.'  =  -^  (r*  -f  -|-I'')  nnd  b,^^L,  daher  der 

Gleichung  (5)  gemäß  Z  =  i-^  +  i-X+yX  =  -|x+~^.    Ist  sonach fie 

Dicke  2  r  des  Stabes  so  klein  im  Verhältnisse  zur  Länge,  dass  der  letzte  Sunrnuai 

gegen  den  ersten  vernachlässigt  werden  kann,  so  ist  die  reducierte  PendeDin^ 

2 
des  Stabes  Z  =  -5-  X,  was  übrigens  sich  einfacher  aus  (4)  und  ans  der  Gleichung  (8), 

S.  596,  ergibt.    Da  femer  q,  =  V?/  +  ».'  =  I/-0"  ^'  +  X  *^  ^®*»   ®^   ^^^  ™* 

im  letzteren  Falle  p,  =  xl/—  setzen  [vergl.  (2),  S.  596].    Aus  diesen  Wert« 

ist  sofort  zu  ersehen,   dass  entsprechend  der  Fig.  166  auf  S.  565  in  der  Hut 
8,<.Q,<1  (d.  i.  ^5 <  AM<:  A  C)  ist. 

Für  ein  Pendel,  das  aus  dem  eben  behandelten  honaogenen  cjlin ari- 
schen Drahte  von  der  Masse  mi  und  einer  an  dessen  Ende  hängendeo 
homogenen  Kugel  von  der  Masse  m«,  deren  Radius  B  ist,  besteht,  nnd  das  um 
die  frühere  Achse  schwingt,  ist  in  der  Gleichung  (4)  das  Trägheitsmoment  J,  der 
Summe  aus  dem  Trägheitsmomente  Ji  des  Drahtes  und  dem  Trägheitsmomente  Jt 
der  Kugel  gleichzusetzen,  und  da  das  Trägheitsmoment  des  ersteren  für  die  zur 

Drehachse  im  Abstände  —  L  parallele  Schwerpunktsachse,    wie  früher,  durch 
~  (r'+  -5-  X')  bestimmt  ist,  also  Ji  =  —.-  (1^  +  —  X')  +  -r  ^^  ^*  ^^^  *^^e 

4  ö  4  o  4 

für  die  Kugel  laut  Gleichung  (12)  (S.  632)  J,  =  -|^  w,Ä*  +  wi,d»  ist,  wenn  i 

o 

den  Abstand  X  +  -R  des  Kugelmittelpunktes  von  der  Drehungsachse  bedeutet. 

80  ist  J,  =  tth  r*  +  -—  X'     +  w'^     ^'  +  ~r  B'  \'    Da  ferner  das  Schwer- 

punktsnionient  3/s,   eines    aus  zwei  Theilen   mi  unci  m»  bestehenden  Körpers 
bekanntlich    der  Summe  der  Schwerpunktsmomente  dieser  Theile    gleich,  iIj«» 

3/ .9,  =  mi .  -^  4"  '"» *^  ^^^  ^*^  findet  man 


m 


^  [t  ''  +  "3"  ^']  "^  ''''  ['^'^  l"^'l 


Ms,  X     , 

tili.  -      +  m^d 

Es  ist  klar,  dass  man,  wie  die  Multiplication  des  Zählers  und  des  Nenners  mit 
<7  sofort  lehrt,  in  dem  letzten  IJruehe  die  Massen  w?i  und  wi*  ohne  weiteres  durch 
die  Ciewiehte  qt  und  qg  ei*setzen  kann.  Dividiert  man  Zähler  und  Nenner  durch 
Vit  und  vernaelilässijrt,  wenn  die  Masse  ms  der  Kugel  jene  des  Drahtes  (Fadeu!»» 

bedeutend  überwie^LTt,  die  Glieder  mit  dem  Factor      -,  so  findet   man  /  =  rf  — 

-h  r  .    j  .     So  ist  z.  I>.  tür  1\  =  1  mm  und  d  =  400  mm  der   Unterschied  voq 
o      a 

I  nnd  d  nur  OMOl  «im,   so  dass  man  in  der  That  bei  einem  derartigen  Faden- 

pendel,  bei  welchem  sowohl  —  ^   als  auch  — ,-  sehr  klein  ist,  die  Pendellän^  mit 

mt  d 

dem  Abstände  des  Kngelmittelpunktes  vom  Aufhängepunkte  identificieren  kanis. 


\ZU..dt  =  J2:im(j/v.  —  fc,)l  ixM,.ät-J2:im(rv,-xv,yi,  ^^ 


}; 


ZM,.dt  =  dZ\m  (le,  —  ye,)] 


(Bezüglich  der  ietzten  Gleichung:en  aei  auch  &uf  S.  321—323  hingewieteo.) 

lat  das  Zeitintcrvail  Jt  ungemein  klein,  m  dass  die  Coordinaten  xfi 
eines  beliebigen  Puaktes  M  »Ai  constante  GrOssea  innerhalb  dieser  Zeit  betrachtet 
werden  kOnnen,  und  ündern  sieb  In  diesem  ZeitelenieoCe  ^t  die  Geschwindi;- 
keitscomponenten  r^,  v„  v,  um  die  endlichen  Werte  ^c.,  Je^,  ^Vm,  so  nehmen 
diese  Gleichungen,  wenn  /7c,  n,,  TT,  die  Componenten  des  im  Punkte  (tni)  ^^'^^ 
gen  Impulses  TT  (siehe  S.  545)  und,  wenn  bei  Zugrundelegung  eines  rechtwinkliges 
Coordinatens3-8tein8  M'"',  M',"',  M',"'  die  Momente  des  Impulses  IT  beillglich  der 
Coordinatennchaen  bL'deuten,  die  Form  an: 

Z/7,  =  ^(m.^f,),  j:iT,  =  Zlm.Jv,),  £n.  =  Z(m.Jr.)  | 

2:M'.'"  =  Z{S.TT,  —  ri.rT^)  =  J2:[ih(xb,  — !(P,)1  =  Z^m  (x.Jv,  —  y.Jr^)2  I 

Ist  das  Achseusystetn  ein  orthogonales,  so  bedeaten  bekanot- 
licb  SMx,  SMg,  2M,  iu  (1)  und  (2)  die  Siimmeu  der  Homente  der 
äußeren  Kräfte  in  Bezug  auf  die  drei  Coordiuatenacbsen. 

Wenn  der  starre  Körper  uicht  frei  beweglich  ist,  so  hat  mao 
bekanntlich  zu  den  einwirkendeD  äußeren  Kräften  nur  noch  die 
Widerstände  jener  fixen  Pankte,  fixen  Flächen  u.  s.  w.,  welche  die 
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1.  Stößt  ein  freibeweglicher  Körper  Ton  der  Ibisse  21.  der  St 
selbe  Bewegang  wie  in  c)  hat,  der  also  —  abgesehen  Ton  seiaer 
Schwerpnnktsbewegnng  —  nm  eine  seiner  Hanptcentnüachsen,  nifflEek 
um  die  r-Achse,  rotiert,  in  einem  Punkte  A,  dessen  Berflhmngi- 
ebene  zu  dieser  Achse  parallel  ist,  nnd  dessen  orthogonale  Pro- 
jection  auf  die  ^-Achse  der  Schwerpunkt  S  des  Körpers  ist,  mh 
einem  nm  eine  zweite  beliebige  fixe  Achse  rotierenden  Körper  JV 
zusammen,  so  sieht  man  leicht  ein,  dass  durch  die  im  Punkte  Ä  zm 
Wirkung  gelangende  Kraft  — Tr  die  Bewegung  des  Körpers  Jf  ii 
derselben  Weise  modificiert  werden  muss  wie  die  Bewegung  dei- 
selben  Körpers  Jf  im  Falle  c):  es  ist  demnach,  wenn  man  dieselbe! 
Bezeichnungen  und  dieselben  Achsen  xy^  wählt  wie  in  c},  zufolge 
der  Gleichung  (12) 

Jto  ^  ^  M  — u 

1  v^ 

wobei  M  =  v^,  u  =  ^,  vo  =  Vo  —  y  *f<^  m  =  T  /  —  y  icj  u.  s.  w.  ist 

Als  ^'-Achse  eines  zweiten  orthogonalen  Achsensystems  sei  die 
fixe  Rotationsachse  des  zweiten  Körpers  M'  angenommen  und  die 
X'  und  die  j^'Achse  werde  so  gewählt,  dass  die  kürzeste  Drebnn^ 
von  der  positiven  2:'- Achse  nach  der  positiven  ^'-Achse  mit  dem  SiDDe 
der  thatsächlichen  Rotation  des  Körpers  M'  übereinstimmt.  Die 
Richtungswinkel  der  auf  M'  einwirkenden  Kraft  TT"  deren  Ricbton^ 
jene  der  Achse  x  ist,  in  Bezug  auf  das  letztere  Achsensystem  seien 
durch  ct'ß'y  und  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  A  durch  x'u: 
bezeichnet.  Das  Drehungsmoment  Mj-  der  Kraft  ir,  deren  Conipo- 
nentcn  Tf v  Tr^'T^V  seien,  ist  dann  bekanntlich  M^-  =  x.  W,,-  —  ?/'.  HV  = 
=  x.^ycosß' — y.Wcosa\  somit,  wenn  //'den  Ausdruck 

li  =  X  Cit$  ß' — ifcosa'  .  .  .  (24) 

bedeutet,  M,-  =W.Ii:  es  ist  demnach  zufolge  der  letzten  Gleichuiij: 

in   iT))   aul   S.  ^>;)0.    bezw.  der  Gleichun«:  iTi   auf  S.  559    I  JL  dt  — 

Ji  J  t,. 

=  11 .  l  \V(lt  =^  II' n  =^  Jr' : /<;' —  ff,,' )  oder,   wenn   man   kUrzehalWr 

durch  li  den  Ausdruck  j^>'o 

u  ^^     r      .  •  •  i25) 

bezeichnet  ^^ 

Ju  ." 

Zur  Zeit  t]  ist  die  der  Geschwindigkeit  u  gleiche  normale  Geschwin- 
digkeitsoomponente  des  Punktes  A  des  Körpers  M',  deren  Ricbtnng 
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oder  anvollkommen  elAstisch  sind,  Ist  c  «  i,  c  »  0  oder  c  ein  swiBehm  0  nil 
gelegener  Zahlwert 

Der  Vertust  an  kinetbcher  Energie  betrXgt  y   ^^  "^^  ^^V"  ^*^  - 

2.  Stoßen  zwei  mn  die  beliebigen  fixen  AduBen  s  und  i 
rotierende  Körper  M  und  M'  in  einem  Pankte  A^  dessen  Gooidi- 
naten  xye^  bezw.  xye  sind,  aneinander,  so  sind  die  soeben  ftr  da 
gestoßenen  Körper  M  dorcbgeftthrten  üntersnchmigen  aneh  auf  dei 
stoßenden  Körper  M  in  Anwendung  zu  brinigen,  wobei  nnr  zn  be- 
achten ist,  dass  nicht  die  Kraft  TT,  sondern  «Ue  Kraft  ( — W)  wA 
den  Körper  M  wirkt,  daher  nicht  nnr  die  Strichzeichen  der  auf  Jf 
bezüglichen  Bezeichnungen  zu  eliminieren,  sondiniL  gleichzeitig  auch 
die  Zeichen  der  Geschwindigkeitsftnderongen  zu  ändern  sind. 

Wenn  man  also  die  Achsen  xy  und  xy  derart  wählt,  daas 
nicht  nur  die  kürzeste  Drehung  von  der  positiven  o^'-Achse  nach  der 
positiven  y'-Achse  mit  der  thatsftchlichen  Drehung  des  Körpers  M\ 
sondern  auch  die  kürzeste  Drehung  von  der  positiven  j^Achse  nach 
der  positiven  y-Achse  mit  der  thatsächlichen  Drehung  des  Körpers  Jf 
übereinstimmt,  und  wenn  man  femer  die  Richtungswinkel  der  Kraft  IT. 
mit  welcher  der  stoßende  Körper  M  auf  IT  wirkt,  in  Bezug  auf  die 
Achsen  xyz  durch  aßy^  in  Bezug  auf  x'yg  durch  aß^y  bezeichne 
so  ist  analog  mit  (24),  (25),  (26),  (27)  und  (28)  zu  setien 

R  =  xcosß  —ycoBa^  R'=  xcos /ff'—  ytm a 


(31) 


n  =  (Wd  t  =  ^  (^^  —  ^^'j)  =  R(tc/—u?o) 
Vo  =  Rtvo^  Vo  =  B'wo\  u  =  Bwj^  u  =  R'wi' 

n  =  (wdt  =  ^^^^:^=^;!^='''-^ 

Aus  der  letzten  Gleichung  lässt  sich  u  durch  das  bekannte 
letzte  Glied  ausdrücken,  daher  kann  man  mit  Hilfe  der  Gleichungen 
u  =  {xcos ß  —  y  cos a)  Wj^  u  =  {xcos ß'  —  ycos a) %c{  die  schließliche 
Winkelgeschwindigkeit  wi  und  w{  berechnen. 

Sind  die  Körper  elastisch,  so  ist  aus  bekannten  Gründen  zu  setzen 

Yu  .u      -     ^'      -^+^'    J.   .    .    (32) 

und  da  77'=  /7«,  also  r'  — r  =  <  (t'o— fo')  ist,  so  findet  man  aus  (31)  und  (32) 
durch  Summiening 

n^  n  =  ^^^1^  =  ^'-  =  g  +  0  ('•''7  V)  ...  (33) 
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geschwindigkeit  te,  so  ist  in  der  Gleichung  (15)  mfolge  der  deidniiig  (4)  ftof  8.M 

•^VR.dB'"\ ^  +  C  (wo  (7  ^6  Int^nntioiisooMtiite 

bedeutet,  die  durch  die  Wahl  jener  Entfernung,  in  wdeher  Null  sIb  Wert  dei 
Potentials  Um  angenommen  wird,  bestimmt  ist).  Somit  ist  das  Potential  27  der 
relativen  Kraft  P 

J7-Ki-lr»ir»  =  y  (ib»lP-r»ioO  + C  .  ..  (18) 

Legt  man  durch  den  fixen  Centralpunkt  0  als  Anfiuig8|Nuikt  ein  oi^ 
gonales  Achsensystem,  so  ist  offSenbar  r*  »  o^  -f  y*  und  JS*  «  jsb*  -|'  9*  +  <**  m 
dass  die  Gleichung  (18)  die  Form  annimmt 

(Jfc»-ic»).(«»  +  y')+*'-«*"-2(ir-C)  ..  .  (19) 

Da  für  eine  jede  Niveaufl&che  das  Potential  27  einen  oonstanten  Wert  hst 
so  lehrt  die  Gleichung  (19),  dass  die  NiveauflSchen  Botationafltchen  xwettes 
Grades  sind,  deren  gemeinsame  Achse  die  t- Achse  und  deren  Mittelpunkt  der 
Centralpunkt  0  ist. 

Die  Art  dieser  BotationsflSchen  hSngt  zufolge  der  Gleichung  (19)  dsvoi 
ab,  ob  k>w,  ib  =  w  oder  k<,w  ist 

a)  Ist  ib  >  w,  so  sind  zufolge  der  Gleichung  (19),  die  auch  in  der  Fora 

geschrieben  werden  kann,  die  Niveauflächen  Rotationsellipsoide,  deren  iqui- 

torialer  Radius  a  =  l/V^^^-  und  deren  polarer  Radius  c  =  I/2  ^"^ 

ist.  Die  Ellipsoide  sind,  dAk^  —  vf^k»,  also  a > e  ist,  an  den  Polen  abgeplattet 
(Wäre  117  =  0,  würde  also  die  Flüssigkeit  nicht  rotieren,  so  wäre  a  =  c,  d.  h. 
die  Niveauflächen  wären  Kugelflächen.)    Die  numerische  £xcentricität  c,  d.  L 

«  =  V/?  ~^-     hat  den  obigen  Werten  von  a  und  c  zufolge  den  von  U  unib- 

bängigen,   also   nir   alle   Niveauflächen   constanten   Wert  «  =  ---.    Da  femer, 

wie  (19)  lehrt,  2(U—C)  =  k*c',  also  U=^    l-k'c'  +  C  ist,   so   nimmt^  wenL 

c  (und  in  demselben  Verhältnisse  auch  a)  abnimmt,  also  beim  Übergang  von 
einem  dieser  Ellipsoide  zu  einem  von  diesem  eingeschlossenen  zweiten  kleineren 
Ellipsoid  das  Potential  U  ab,  also  der  Druck  p  zu.    Ist  fllr  c  =  c«  der  Druck 

durch  Po  bezeichnet  und  Uo  =  -0-  Ä'co'  -f  C,  so  ist  bei  einer  incompressibieo 

Flüssigkeit,  deren  Dichtigkeit  /u,  ist,  p—po  =  fi(Uo  —  U)  =  -^  fii  l^  {co*  —  c' • 

Im   Centralpunkte    0  ist  c  =  0  und  der  Druck  ein  Maximum,   und  zwar  p  = 

1 
=  Jöo  +  -ö".^A'co». 

Für  cm  vollkommenes  Gas  ist  zufolge  (9)  p  =Poe^  u.  s.  w. 

b)  Ist  k  =  IC,  so  nimmt  die  Gleichung  (19)  die  Form  z  =  db^^^^.~"^^  an. 

d.  li.  die  Niveauflächen  werden  Ebenen,  die  zur  Rotationsachse  senkrecht  sind. 

c)  Ist  k  <  ir,  so  sind  die  Niveauflächen,  deren  Gleichung  zufolge  (19) 


'"liidpiea  der  Hydiomechanik.  737 

^  fttr  den  Schweipankt  a  des  nreprttnglich 
'^n  VohimB  v  die  Gleichungen 

■^  +  ^  (—  y»  9> .  /i .  xs)  = 
■vs<p.ft.  y»)  = 


,()  = 


(b) 


■  b)  lehrt 
.  .  2:{fxy) 


\v  auf  die  ^anze  Fläche  F  beziehen  und 
:  der  Fläche  F  bezüglich  der  Rotations- 
iles  Schwerpunktes  S  des  Körpers  K  sind 


■'^.  2/irf  =  OA  =  ya,  £8=  ÄS  .  .  .  {d) 

'  rtion  des  Angriffspunktes  er'  des  Auftriebes  (—Q) 

•■  L^bene  der  Zeichnung,  so  dass  {xa'  —  oca,  ya\  za') 

.'-  N  sind. 

■  nlo  Gewicht  Q  des  Körpers  JE"  und  der  Auftrieb  (— ÖX 

'v(  der  Schwerpunkt  a'  des  Volums  v  =  Vi  +  Vt  angesehen 

'  iu  Kräftepaar,  dessen  Moment  M,  bezüglich  der  Rotati ons- 

•  j  der  Momentensumme  mT  und  mL""*^  dieser  beiden  Kräfte  Q 

:«li   der  a;- Achse  gleich  ist.    Soll   das   ursprüngliche   Gleich- 

ifij  sein,  so  muss  dieses  Kräftepaar  den  Körper  wieder  in  seine  ur- 

iiligewichtslage  zurückzuführen,  also  im  negativen  Sinne  (von+j 

<iri;hcn  suchen,  also  M,  negativ  sein,  und  zwar  ist  der  absolute  Zahl- 

.  ,l.i.  (-  M,)  =  —  [3fl?^  +  3fi~^^  bei  gegebenem  Winkel  <p  für  das 

:il»ilität  einzig  maßgebend.   Nun  ist  die  e-Componente  von  Q  offenbar 

.  «AS  </  —  §  I  1 — 2siV-^    ,  während  die  y-Componente  den  Wert  Qy  = 

•  Hip   hat,   so   dass   bei   Vernachlässigung  von   kleinen   Gliedern   höherer 
tii;^  Qa  =  Q  und  Qy  =  Q.ff  gesetzt  werden  kann.    Es  ist  sonach 

mI?^  =  ys.Qz—zs^Qy  =  ys.Q  —  zsQ.tp  =  Q[ys  —  ss.(f] 

ia  ya  =  ys  ist,  so  ist  der  absolute  Wert  des  StabilitUtsmoments 

-  M,  =  -  IMT  +  itff  ]  =  y  0  .  [zs-za  +  yl      (e) 
Dger,  Elemente  der  reinen  Mechanik.  3.  Aufl.  47 
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zwei  OesohvnndigkeitsniYeaaflächen)  f  xmid  f  begrenxt  ist,  bo  iit 
zunftohst  m  =>  fiv.    Bedeutet  femer  t;  die  Gtosohwindigkeit  einei 
beliebig  gewählten  Punktes  M  der  Flttehe  /  zur  beliebigen  Zdt  i 
und  V  die  gleicbzeitige  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Punktes  Jf 
der  Fläche  fy  so  ist  i;'r  die  Verschiebung,  weldie  der  Punkt  Hl 
der   Fläche  f   in    dem    der   Zeit  t    unmittelbar   folgenden,   sck 
klein  -angenommenen  Zeitintervalle  %  in  der  Biohtung  yoii  v  er 
ffihrt,  während  gleichzeitig  der  Punkt  M  der  Fliehe  f  sieh  in  dsr 
Richtung  der  Bewegung  um  vr  verschiebt     Bei    entspreehendor 
Wahl  der  Punkte  M  und  JIT  ist  also  durch  f.  v%  das  Baumelenieot 
ausgedruckt,  um  welches  sich  nach  einer  Seite  (bei  Ä)  das  Volmi 
der  Hasse  m  in  der  Zeit  %  yergrOfiert,  und  durch  f,v%  jenes  Baum- 
element, um  das  sich  auf  der  anderen  Seite  (bei  A)  das  Volum  der 
Masse  m  gleichzeitig  yerringert    Es  kann  denmach  daa  Volum  r , 
das  die  Hasse  m  zur  Zeit  t  +  %  einnimmt,  bestimmt  werden  durch 
y  =  y  +  fv%  —  fv%y  folglich  ist 


-^fv'—fv  .  •  .  (5) 

Ist  nun  fm  die  Fläche  jenes  Querschnitts,  den  ein  dem  Volum  r 
gleicher  senkrechter  elementarer  Oylinder  (Prisma),  dessen  Hohe  gleich 
AA'=^ a  ist,  besitzen  mttsste,  so  ist  v^=^f^.c. 

Die  Division    der   beiden   letzten   Gleichungen   ftthrt    zu  der 

Relation   — /~^  =  -7;-.  '^      '^  ,    welche  beim   Obergange  zn 

den  Grenzwerten  für  unendlich  kleine  %  und  a,  da  der  GrenzwcTt 
von  fm  offenbar  f  ist,  die  Form  annimmt: 


\     dv  _\_    difvl 

V'di~  f'ds     •  •  •  w 


wo  ds  ein  unendlich  kleines  Längenelement  der  Stromlinie  bezeichnet. 

Da  die  Masse  m  =  fiv  eines  und  desselben  Flttssigkeitsquantnms 

dm 
einen  constanten,  von  der  Zeit  t  unabhängigen  Wert  hat,   also  -t.- 

Niill  ist,  so  führt  die  Differentiation  von  m  =  piv  zu  der  Gleichung 

y-,--H-]ii-3^  =0,    wo   d /(    die   unendlich   kleine   Änderung  der 

Dichtigkeit  bedeutet,  welche  die  Masse  m  bei  ihrer  Bewegung  in 
der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  erfährt.  Es  ist  also  der  letzten 
Gleichung  zufolge 

1.^;+ 1^  =  0...  (7) 
V    dt         fi    dt 

und  daher  zufolge  (6)  und  (7) 
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vorausgesetzt,  so  lässt  sich,  nachdem  das  von  der  Form  des  Stromfadens  ab- 
hängige Integral   I  -j-  berechnet  worden  ist,  die  Bestimmung  von  r«  folgenderart 

leicht  durchführen:  Bezeichnet  man  kürzehalber  durch  a  den  constanten,  bisher 
betrachteten,  ans  der  letzten  Gleichung  in  (11)  bestinmibaren  Geschwindigkeits- 
wert, der  sich  für  ra  ergeben  würde,  wenn  in  (21)  die  Beschleunigung      -  *■ 

dt 

Null  gesetzt  würde  und  durch  h  das  constante  Verhältnis  der  Co^fficienten  von 
,*    und  von  t?«'  in  der  Gleichung  (21),  also 


tr,-tr,+£?-=^^ 


'r-f 


a'  =  2 .,  ^      ,   6  =  2       "  .,    .  .  .  (23) 

fo  fo 

so  erhält  (21)  die  Form: 

dra=^*~^'''  dt  .  .  .  (24) 

Ist  nun  h  positiv,  also  /"«  <  /"*,  so  stimmt  (24)  —  wenn  r«  durch  »  ersetzt 
wird  —  genau  mit  der  der  Gleichung  (11)   auf  S.  163  unmittelbar  folgenden 

Gleichung  überein,  wofern  nur  —  =  b  gesetzt  wird;  somit  ist  der  Gleichung  (12) 

auf  S.  163  zufolge,  wofern  der  Anfangs  wert  der  Ausflussgeschwindigkeit  v«  zur 
Zeit  £  =  0  durch  Ca  bezeichnet  wird, 

a  a 

—  i  —~i 

^    1          ^   (ö  + 1'«)  («  —  <^a)                u                    (a  +  Co)  c       —  (a  —  Ca)  c 
<  =  -—  lo^  nat  -7 — ^ — ^-) — i — ^,  sonach  t?«  =  a  .  ^ — ' '—- ^ '——- 

(a  +  Co)  e^    +  (a  —  c«)  c^ 

Der  Grenzwert  von  Va  f ür  t  =  oo  ist  o,  d.  h.  der  Geschwindigkeitswert 
für  eine  stationäre  Strömung. 

Für  Ca  =  0,  d.  h.  wenn  die  Strömung  vom  Ruhezustande  aus  beginnt,  ist 
der  letzten  Gleichung,  beziehungsweise  der  Gleichung  (13)  auf  S.  163  gemäß 
(wo  dann  r©  =  Co  =  0  zu  setzen  ist) 

^^  =  ^  •  ~~^ ^~  •  •  •  (25) 

—  ( 1 

c     +e 

Der  Druck  p  in  einem  beliebigen  Punkte  M  des  Stromfadens  hat,  wie 
sich  durch  Substitution  des  Wertes  von  dva  aus  (24)  in  (20)  ergibt,  den  Wert 


,    r_    _,    ua*  Cds  ,f  fa  Cds    1  fa'  ,1  fj\  ,n 


(26) 


wo  für  Vm  der  Wert  aus  (25)  einzusetzen  ist. 

Das  in  der  Zeit  t  ausströmende  Flüssigkeitsvolum  V  ist,  da  in  der  Zeit  dt 
durch  die  Mündungsfläche  ^  ein  Flüssigkeitsstrahl  von  der  Länge  Vadt  und  der 


=  /'o.  1  Vadtj 


Querschnittsfläche  /"«,  also  vom  Volum  fa.Vadt  austritt,  durch  V  =  fa.  1  Vadt,  also 

o 
durch  das  Product  aus  /*«  und  dem  in  Gleichung  (14),  S.  164  durch  s  bezeichneten 

Werte  bestimmt.    Es  ist  sonach  für  Co  =  0 


einsHioiniuig  mit  S.  708 


dj. 


^-M.-^(p-J>,),  ip=^  •  •  •  (27) 

ist,    findet  man  so   nach  Snbstitation    des  letzten  Wertes  in  die 
Gleichung  (3)  nnd  (6),  mit  Rücksicht  auf  (5) 


l,u      ,,      ,,     v'-v.'     „      „     /■.V.'C    1  1     ^ 

L  ^    C-J  ■       ff.cY 

l  f.,:  ) 

Man  hat  nur  für  /(„  den  Wert  (ia  ^  fie -\- -^  {Pa — p»)  in  die 
letzte  31eichnng  einzusetzen,  nm  mittels  derselben  sofort  die  Aos- 
flussgeschwindigkeit  zn  finden,  wofem  die  Fotentialdifferenz  U«  —  U,, 

ferner  der  constante  Wert  —  (siehe  Anm.  anf  S.  708),  aoßerdem  die 

DmckdiSerenz  p^  —  p^  und  die  Qnersehnittsfläcben  /ä  nnd  fa,  bezw.  die 
Oberääcbengescbwindigkeit  v,  bekannt  sind. 
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Kohlensäure  x  »  1*31,  ftir  Wasserstoff  x  »  i-a9 . . .  1*41  u.  8.  w.  Selbst  bei) 
Wasserdfimpfen  ist  es  nach  Zeuner  (Z.  Gnmdztlge  der  «MeohaniBcheii  Wännc 
theorie")  gestattet,  bei  adiabatischer  Erpansion  and  GomiHresalon  InnerbA 
gewisser  Grenzen,  die  in  der  Praids  gewöhnlich  nicht  überschritten  werdet,  dk 
Gleichung  (87)  und  (38)  in  Anwendung  zu  bringen,  wofern  ftlr  »  folgnte 
empirischer  Wert  gesetzt  wird:  x  =  1-035 -|- 010  y,  wo  y  den  vor  der  Expaanoi 
vorhandenen  relativen  Gehalt  an  wasserfreiem  (trockenem)  Dampf  bedeitet, 
so  dass  für  ganz  trockenen  gesättigten  Dampf  y^l  und  «  « 1*185  sn  setzen  iit 
(Die  oben  erwähnten  Giltigkeitsgrenzen  sind  nach  Zeunerff«!  und  y  =  (h7QL) 

Der  Gleichung  (38)  gemäß  ist  |)  «  C/^,  dp  »  Cxfi*--^  d^j  somit  M 
Beachtung  des  Wertes  C=  ^ 

J%.C..p-M,.«..«iq5^-^..-^[,-(£)-] 

Wird  also  eine  stationäre  Strömung  in  irgend  einem  Strom&den  und  eme 
adiabatische  Zustandsänderung  vorausgesetzt,  so  ist,  wie  sich  durch  Substitatioo 
des  letzten  Wertes  in  die  Gleichung  (3)  ergibt,  wofern  (5)  berttckaichtigt  wiid, 

s-.-^['-(£r']-''-''-^'-''-''-¥[^-g^]'- 

Für  die  Ausflussgeschwindigkeit  v«  der  Gase  bei  adiabatiscber 
Strömung  findet  man  demnach,  wofern  in  dieser  Gleichung  r  »  v«,  U  —  U». 

/iis=fi^  f^fu  und  zufolge  (38)  -^  =  (^1*   gesetzt  wird,   oder  auch  na- 
mittelbar  aus  (6)  den  Wert 

/■  *— 1 


[''-^•+£-^.('-(tr)] 

i[-(f:f] 


^2. /*^o    ^ 


_fj  (p.\ 

fo'    '\PoJ 


(4Ü) 


(Ftir  "—  kann  der  Gleichung  (34)  zufolge  auch  kTo  gesetzt  werden,  wo  J.  die 
dem  Drucke  po  und  der  Dichtigkeit  fio  entsprechende  absolute  Temperatur,  und 
k  den  experimentell  bestimmbaren  Wert     "('*'  bedeuten.) 

Ist  die  Druckdifferenz  po  —  pa  sehr  klein  gegen  jjo,  so  kann  aunäheruDgs- 

y—  1  X  —  1 

weise  (l!.-\^\={i-t^-^J^y-   =l_^-l.^.^:^ii^  gesetzt  werden.    Es 

\PoJ  V  Po  J  iC  Po  ^ 

Übergeht  dann  die  Gleichung  (40)  sofort  in  die  Gleichung  (20),  bezw.  in  di«' 
Bernoulli'sche  Formel  (30). 

Die  Gleichung  (40)  ließe  sich  übrigens  aucli  leicht  aus  der  Gleichung  (10) 
auf  S.  759  ableiten.    Es  ist  nämlich,  wenn  dieselben  Bezeichnungen  wie  in  der 

letzten  Anmerkung  7  beibehalten  werden,  zufolge  der  Gleichung  (38)  \  -^  d  ^  = 


J^ 
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stimmen,  werde  ein  in  unveränderlicher  Lage  zu  dem  rotierenden 
Stromfaden  befindliches,  also  an  der  Rotation  mit  der  augenblicklichen 
Winkelgeschwindigkeit  w  theilnehmendes  rechtwinkliges  Achsen- 
system a:y^  zugrunde  gelegt,  dessen  ;2r-Achse  mit  der  unveränderlichen 
Rotationsachse  zusammenfällt,  und  dessen  x-  und  y-Achse  so  gewählt 
sei,  dass  die  kürzeste  Drehung  von  der  positiven  ar-Achse  nach  der 

positiven  9- Achse  |  um  -^  j  mit  der  thatsächlichen  Drehungsrichtung 

übereinstimmt.  Die  Strömung  der  Flüssigkeit  ist  in  Bezug  auf  dieses 
Achsensystem  als  stationär  vorausgesetzt  worden,  und  es  haben  daher 
Va  und  Vo,  ebenso  die  Winkel  (xva\  (yva)^  (j^Va)  und  (xvo),  {yVo\ 
(^Vo\  sowie  die  relativen  Coordinaten  Xatfa^a  des  Punktes  Jf«  der 
Ausflussöffnung  und  die  Coordinaten  XoyoZo  des  Punktes  Mo  der 
Oberfläche  constante  Werte.  Da  nun  zufolge  der  Gleichung  (6)  des 
§  55    das    Moment   ju«'^    der    Bewegungsgröße    m Va    durch    ^la^  = 

=    m  [Xa  .  Va  COS  (y  Va)  ya  -  Va  COS   (x  Va)]      UUd      jU^^     durch      |lii*^    = 

=  m  [XqVo  cos  (yvo)  —  yoVo  cos  (xvo)]  bestimmt  ist,  so  führt  die  Substi- 
tution dieser  beiden  Werte  in  die  Gleichung  (19)  zu  der  Relation 

(2 Mg  —  2mt)  dt  =  m  {va  [Xa cos  (yva)  —  ya cos  (xva)] 
—  Vo  [Xo  cos  {y  Vo)  —  yo  cos  {x  Vo)]  +  (r«^  —  n^)  w } 

Substituiert  man  in  diese  Gleichung  den  Wert  von  m  =  HafaVadt 
und  bezeichnet  kürzehalber  durch  Ca  und  Co  die  constanten,  durch  die 
Gestalt  des  GtefäßesÄ' bedingten  Werte  innerhalb  der  eckigen  Klammem, 
nämlich 

Ca  =  Xa  COS  (y  Va)  —  ^a  COS  {x  Va)  = 

=  ra  [cos  (xra)  COS  (yva)  —  sin  {xr^  cos  {xva)"] 

Co  =  Xo  cos  (y  Vo)  —  yo  cos  (x  Vo)  = 
=  ro  [cos  {x  Vo)  cos  (y  Vo)  —  sin  {x  r^  cos  {x  Vo)] 

so  findet  man  nach  der  Division  durch  dt 


(20) 


2  Mg  —  2m,  =  Ua  fa  Va  [VaCa  —  Vo  Co  +  (r«^  —  n^)  IV  } 

woraus  sich  die  gesuchte  Summe  2  mg  der  Momente  der  auf  das 
Gefäß  wirkenden  Druckkräfte  dN  =  p  .dF  bestimmen  lässt;  es  ist 
nämlich 

2mg  =  2  Mg  —  llafa  Va  [VaCa Vo  Co  +  {fa^ fo^)  W  ]       (21) 

In  diesem  Ausdrucke  ist  nur  Vo  =  -^ß-  Va  zu  setzen  und  für 

Va  der  entsprechende  im  vorhergehenden  §  108  gefundene  Wert  zu 
substituieren.  So  ist  z.  B.,  wenn  eine  gleichförmige  Rotation  um 
die  £r-Achse  vorausgesetzt  wird  und   U  das  Potential   der   äußeren 


'''-'']    (24) 
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—  wya,  ti;a;«,  o,  dagegen  die  Componenten   der  Geschwindigkeit  v« 
durch  Vacos  {xva\  Va  COS  (yva\  Va  COS  (zVa)  bestimmt  sind,  dass  demnach 

Va^  =  [Va  cos  {x  Va)  —  W  y^  +  [t?«  COS  (yVa)  +  WXaY  +  Va^  COS^  {z  Va) 
=  Va^  +  U^fi  +  2Vatc[XaC0S  (jfVa)  —  Pa  COS  (xVa)] 

ist.    Berücksichtigt  man  demgemäß  die  Werte  (20),  so  findet  man 

Va^  =  Va^  +  Ta^iV^  +  2VaCa  .  W 

und  analog  Vo^  =  v/  +ro^i4^  -\-  2 

Subtrahiert  man  diese  Gleichungen  und  setzt  für  t;/  und  Vo^ 
die  Werte  aus  (22)  ein,  so  ergibt  sich  nach  der  Division  durch  2w 

^^'''~^''  -Uo+Ua+  j^^  =  VaCa-VoCo  +  ira''-ro')w 

Po 

somit  zufolge  (23) 

Pa 

M,  =  2M,-2f^f^^{p^^  .  .  .  (25) 

Po 

Der  Effect  M«  w  ist  demnach  auch  gegeben  durch  die  Gleichung 


P 


o 


♦)  In  der  früheren  Auflage  ist  hier  schließlich  ein  rein  mathematischer, 
mehrere  Druckbogen  umfassender  Anhang  augefUgt,  welcher  in  dieser  Auflage 
in  Anbetracht  des  größeren  Umfangs  derselben  nicht  aufgenommen  wurde. 


